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Qe liure^ complété par les JSfoies 
d'un, ami, contient tout ce qu'il y a 
d'essentiel en CinéTnatiqiie. 

Je le dédie à, Icu mémoire de 

inoTb fils, 

LEON SIGARD, 

Etudiant en médecine, 
Jntet'ne cl es Hôpitaux de Paria, 



VhabfUi\ piv^ Pr'ivj/'ffiia,-, le S avril 1901. 



IL S. 
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INTRODUCTION 



Ampère a donné le nom de Ciiu-matiqae à la GéonuHric 
da mouvement, considérée dans ses rapports avec 
le temps. 

On évalue le temps en adoptant comme égaux les 
intervalles qui correspondent à l'accomplissement de 
phénomènes identiques. De cette définition on passe à 
la mesure du temps de la même manière dont ou passe, 
par un exemple connu, de la définition des longueurs 
égales il la mesure de la longueur en générai, 

Hinslanî n*a pas de durée. 

Le moupement est un phénomène d'ordre relatif. 

Soit S, un ensembîe de points liés entre eux de 
manière à former mi sijulème rjéomélrique invariable, 
c'est-à-dire toujours superposable à lui-même. Un 
point ou mobile est en mouvement ou eu repos dans ce 
système suivant que ses distauces uux points du 
système varient avec le temps ou restent les mêmes. 
Mais le système S^ emportant avec lui lo mobile, peut 
se mouvoir, en bloc, dans un système plus vaste Ss, 

celui-ci dans un autre, Il est clair que par rapport au 

dernier système considéré, ou système fixe, le mouvement 
du mobile dépend des mouvements intermédiaires. 
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IMROIIUCTIO^". 



L'essai d'Ampère sur la philosophie des suiences parut 
en 183A. Quatre ans après, la Cinématique était 
professée à la Sorbonne par le général Poncelet; mais ce 
n'est qu'à dater de 186§, époque de la publicatiou du 
Traité spécial de Résal que la Cinématique se trouva, 
suivant la remarque de M. Appell (1) « définitivement 
coiir^tituée à l'état de science dislincte. " 



(1) Appell, TruUô de Mcr-anique rnlioiincl/e, l. I. p. Aii. 
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PREMIERE PARTIE 



CINÉMATIQUE 
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TRAITÉ 
CINÉMATIÔIE THÉOMÔDE 



NOTIONS PRELIMINAIKES 



LES VECTEURS 



. Veetesir. — On appelle vecteur un segment de droite 
pourvu d'un sens. Si, par exemple, Je sens adopté 
est le sens de A vers B, A est dit origine, B extré- 
mité du vecteur et celui-ei s'énonce vecteur AB, 
I,e vecteur B A est, d'après cela, de sens contraire 
à AB. 

2, IHesuFe alg^ébriqiic tl'uik veeiour. — Sur la droite 
qui porte le vecteur, choisissons arbitrairement un sens positif. 
Au vecteur correspond alors un nombre algébrique ayant 
pour valeur absolue la longueur du vecteur, pour signe le 
signe + si le vecteur a le sens positif, le signe — dans le cas 
contraire. Nous appellerons ce nombre mesure algébrique du 
vecteur. Dans ce qui suivra, nous entendrons par aye une droite 
sur laquelle on a pris un sens positif. 

1 
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"S. goiiiiiiïc s;ûraiiB<^ti>i4uc de plnsieiirs veetcuvs. — 

Soit n vecteurs A^ B„ A, B^,... 

A A„ B„ ; on appelle somme géomé- 

,--^j"~~~-.*'5 ^ ^ trique de ces vecteurs pris dans 

'p'î ( l'ordre indijioé par les indices, le 

f . -- — — ^— B' vecteur obtenu comme il suit : à la 

' suite de A, B, on transporte Aj Bj 

sang changer sa direction et son 
y^'^i sens; AjB, vient alors enA'sB'5; 

^ fl--~^ ^'^ même on transporte A3 B, en 

"5 A'a B'j à la suite de A'3 B'^, 

etc.. ; après ces opérations, le 
dernier vecteur est en A'„ B'„.Le 
vecteur A, B'„ est par définition la somme géométn'quft ou 
encore ia résu7/sn;e des vecteurs considérés. Elle reste évidem- 
ment invariable en grandeur, direction et sens, si on déplace les 
vecteurs parallèlement à eux-mêmes, 

PROJECTIONS 



ecïiwii (l'un ve<?Scnr ssif ubuc droite. — Rap- 
pelons qu'on appelle projection d'un 
point A sur une droite D, faite 
parallèlement à un plan P, le point 
A' où D est coupé par le plan 
mené par A parallèlement à P. 
__ La projection est dite oi-lhogonale 

si P est perpendiculaire à D. On 
appelle projection du vecteur A B 
sur la droile D le vecteur A'B' 
ayant pour origine et extrémité 
respectivement les projections de 
g-inc et de rcxlrémilé du premier vecteur. 



5. TlttoB-tiBie dvsi |i(*nje«tSniis. — Nous nousbornorons 
à énoncer le théorème suivant presque évident : 
TiiÉonÈiiiE I. — La projection sur une dvoilc de la résultante 
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NOTIONS PHÉUMlHAmES SUH LES VECTEURS. 3 



de plusieurs vecteurs est h résultante des projections dos 
recteurs sur Is môme droite. 

Dans les applications de ce thôorÈme, on preaiî sur îa droite 
un sens positif et on se sert des deux théorèmes suivants démon- 
trés dans les trailés de trigonométrie. 

Théorisme II. — Si a,b,e... I. saut des points sur un axe et si on 
désigne par ab k mesure algébrique du vecteur ab on a 

al — ah + bc + + kl 

c'est-ii-dire que la mesure de la résultante de plusieurs reeleurs 
portés sur un même a.re est h somme des mesures algébriques 
de ces vecteurs. 

Thkobèue m. — La mesure algébrique de la projection ortho- 
gonale d!un vecteur sur un axe s'obtient en multipliant la mesure 
algébrique du vecteur par le cosinus de l' angle que fait la direction 
positive de Vaxe de projection, avec celle de l'axe qui porte le 
vecteur, 

6. nétcrBuîuatioii analytique de la rvsuSfnutc. — ' 

SoitjjvcoieiirsVijVj . . ,V,. Dési{ïnonsparX;,Yi,Z; les rassures 
algébriques des projections du vecteur V; sur trois axes de 
coordonnées et par X, Y, Z les projections de ia résultante V de 
tous ces vecteurs. En appliquant aus trois axes les théorèmes i, 
et II, on a 

(X = X, + Xs+ ... +x, 

Y = Y; + Y, H- ... -h Y„ 

( Z = /j + Z^ + . . . + Z„ 

Les seconds nombres ce changent pas. quand on change 
l'ordre des parties. F'ar suite : 

La somme géométrique de plusieurs vecteurs est indépendante 
de l'ordre des vecteurs composants. 

7. I^onsucnp rie la réHaltanic . — Les Qxes étant 
supposés rectangulaires, désignons par «i p; -/i los cosinus direc- 
teurs du vecleur Vi, par a p y ceux de la résultante V ; soit, en 
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4 TIlAlTli DE CINEMATIQUE TIIkORIQL'K. 

outre 7i la longufiur du vecteur V(, 7 celle delà résultante. On 
aura, en appliquant les théorèmes, i, ii, m. 

U =. s if." 
( /y = î 4v, 

D'où, en élevant un carré et ajoutant membre à membre, 

7^ = I /.^ + â ï hJi («.«; + p,ft. + v^ïj] 
^ = ï: /,= + 2 s hh COS. (ViV,) 

Cette formule fait connaître la longueur de la résultante en 
Jonction des longueurs des vecteurs composants et des angles de 
ces vecteurs deux à deux. 

8. Sens direct. — Onditqu'unmobilese déplace dansle sens 
direct pour un observateur, si celui-ci le voit se mouvoir de h 
gauche vers la droite. Le sens d'un mobile est direct par rapport 
à un vecteur AB, s'il est direct pour uii observateur ayant les 
pieds en A et la tête en B, On a une définition analogue quand 
on remplace le vecteur par un axe ; l'observateur est dirigé sur 
Taxe de telle sorte que le sens des pieds vers la tête soit le sens 
positif de l'axe. 

'il. moment «l'un Teelenr ]iai* rapport à nn point. 

~ Le momentd'un vecteur AB par rapport 
â un point 0, est un deuxième vecteur 
OG, ayant pour origine le point 0, dont 
la longueur a même mesure que le double 
de l'aire du triangle AOB; ce vecteur est 
en outre perpendiculaire au plan OAB et a 
LLn sens tel que le sens de A vers B soit 
direct par rapport à OG, Observons que 
le moment ne varie pas si AB se déplace 
sur la dcûile qui le porte, qu'il devient nul si le vecteur AB est 
nul ou passe par et dans ces deux cas seulement. 
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NOTIONS rREMlIINAir.ES SUR LES VnLTiUriri, y 

terminât ion analj'tîque du luouictit d'un 
Tccteup. — Soit tm trièdre de coor- 
^ données, Lrirectangle et direct Oxyz. 

Cherchons les projections L,M,N sur les 
axes du moment d'un vecteur AB par 
rapport à l'origine. Nous définissons le 
vecteur par les coordonnées x,y,x de son 
origine, et ses projections X,Y,Z sur les 
axes. 
En exprimant que OG est perpendioii- 
ire âOA et AB, on a les deux relations. 




j Lx -+- My + iMz = 
LX + MY + NZ=0 



L _ M _ _ JJ _^ l^ L^ + M^ -i- N^ 

7Z — zY ^X — xZ xY — j-X ~^ {/^YivZ^^Y)^ 

Si on désigne par S l'aire du triangle OAB on a 



V-^L* + M= + iN^ -:-. OG ^ 2S 



D"aprÔ3 l'idenlitÉ de Lagrange 

i; {yZ - zYy = [x' +f + y.') (X^ + Y' + 7J} - !xX + j-Y + zZy 
= ÔÂ^ AB^ — ÔÂ^ÔB^ cos^a = ûT^.OB-. sin'O = 4S^ 

désignant l'angle de OA avec AB. 

Les Iroisrapports précédents ont doncpoui' valeur commune ± 1 . 

Pour déterminer le signe à prendre, déplaçons la figure invariable 

ÛABG de manière que OA vienne sur 0^, le point B dans le 

plan des xj' du côté de 07 par rapporta ar'a:,OG viendra alors sur 

N 
Oz. Le rapport -^ r: ne pouvant varier que d'une manière 

continue et ayant une valeur absolue constante restera constant; 
pour la position particulière i|ue nous avons indiqué il se réduit 
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6 TRAITÉ HE CINÉJIATIQUE THÉORIQUE, 

N 
à — -; N, a;, "i, l'Haut tous positifs. La valeur des tro;s rapports est 

donc + 1 et l'on a 

I L = yi - zY 

(1) M = zX ~ xV. 
lN=xY-~i'\ 

Les six quantités XYZ LMN ont reçu le nom rie coordonnées du 
vecteur AB ; elles sont liées par [a relation 

(2) LX + MY + XZ = 

,Si ou multiplie jiar uu nombre algébrique m le vecteur AH, ses 
coordonnées sont visiblement multipliées par m. Comme X,Y, Z, 
L,M,N ne varient pas quand on fait glisser AB sur la droite qui le 
porte, on voit que cette droite est représentée par deux quelcon- 
ques des équations (I) où a^j'z sont les coordonnées courantes. 
Inversement à six quantilés X,Y,Z,L,M,N liées par la relation (2) 
correspondent une infinité de vecteurs égaux portés par une 
même droite ; eu effet, les trois équations (1) en x,y,z sont alors 
compatibles et représentent Irois plans passant par une même 
droite i. Soit A (x,y,z) un point quelconque de A, le point B de 
coordonnées a: + X, v+Y, z+Z est aussi suri et le vecteur AB a 
pour coordonnées X,\',Z,L, M, N. 

ï\. Supposons mainlonant qu'on prenne le moment du vecteur 
AB part rapport â un point quelconque I 
/ (-l'o J'ii^ii) ■ Si on transporte l'orî^'ine des axes 
j / en ! les coordonnées de A deviennent a: — ic„ 
s y^Ya, z — Za\ X,Y, Z ne changent pas; le 
moment par rapport à 1 a donc pour projections: 

/ L' = (^ - !■;) z - (z - z„) Y - L H- z„Y - j-„Z 

^ M' = {7.— z,) X— [x —x,)Z =M+ xj. - z,X 

X" = (:s-3r,) Y— fy— v.)X=N+j'„X— a:„Y 

(L,M,N,X,Y,Z) étant les coordonnées de AB 

12. Tbéorfenic de VarSi^non sénéralisû. — Le mo- 
ment par ntppoi't à un point du la résuHante de plusieurs 
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NOTIONS PUm.IMlNAIRES aL'rt I.E3 VEiïTËUUS. , 

vccloiii's coiieouvants est larésuUante des moments des vecteurs 
composants par rapport à ce point. 
Prenons pour origine de coordon- 
nées rectangulaires le point par rap- 
A ^- B, port auquel on prend les moments ; 

-'V'-- B ^°^^ ^J"i2 les coordonnées du point 

, \ de concours, X^, Yi,Zi,Lf,M^,Ni les coor- 

Y~~ données du vecteur ABj, et L,M,N 
les projections du momenl de la 
résultante. On a 



L - r ï Z, - ? 5 Y, = S (vZ, - 
M=zSXi— 3;SZ,- = .... 



■ zY.) = 



r )L L,- 



Ces égalités montrent que OG, moment de la résultante,, est la 
somme géométrique des moments OG^ des composantes. 

Si tous les vecteura sont dans le p[aiî xv, les égalités précô- 
dcutos se réduisent à 



qui exprime le théorème de Varignon proprement dit. 

13. MomcnA pni* i*a{)|BOï*it À uaie droîSe. — Soit une 
droite D et un vecteur Ai3; .\'B' 
la projection ortliogouaie de AB 
sur un plan F perpendiculaire à 
la droite en un point 0. Le 
moment de A'B', par rapport 
au point 0, est un vecteur OG' 
situé sur D. Ce vecteur, évidem- 
ment indépendant de la position 

' du point 0, est le moment du 

I vecteur AB par rapport à la 

_| droite D. Il est nul quand AB 

est nul ou parallèle à D. Obser- 
vons en outre que par rapport à 
OG',ABale sens direct, 
est susceptible d'une interprétation 



is^; 



La mesure de OG' 
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s ÏIIAITE DE OINKMAÏJfJUE THEORIQUE. 

géométrique simple. Faisons passer le plan P par le point A. 

Si nous prenons sur D le vecteur 01 rie longueur 1, le létraèdre 
lOAB' a pour volume i de OAB' et, par suite, { de OG'. 
Mais les deux tétraèdres B'IOA, BIOA ont même hase lOA et 
leurs sommets B' et B sur une parallèle à cette base; d'ailleurs, 
si on fait glisser 01 sur P, le volume ABOI ne change pas. 
On voit donc que : La mesure du moment du vecteur AB, par 
rapport à unedroite, eut sixfois levobime du tétraèdre déterminé 
par le recteur AB et un vecteur dn longueur éjah s Funitê 
porté par la droite. 

Le théorème suivant nous sera souvent utile ; 

14. Théorème. — Le moment dhm vecteur, par rapport ù une 
droite, est h projection sur cette droite du moment du vecteur 
par rapport à un point quelconque delà droite. 

Soit OG le moment de AB par rapport au point ; OG' son 
moment par rapport à la droite 
D; si on désigne par S et S' 
les aires des triangles OiB et 
0.\'B', onaOG' =2S',0G 
= 2S el si a est l'angle de 
OG avec OG' 




OG' 



S' 003 a 
:: OG cos oc 



. S 



En outre, AB ayant le sejis 
ilirect par rapport h. OG et 
Ot'r' ces Jeux vecteurs sont d'un mGrae côté du plan OAB.' 
Il suit de là ijue le point G ' est la projection de G sur I> et le 
théorème est établi. 
Ce théorème, combiné avec celui de Varignon, donne le suivant: 
Le moment par rapport à une droite do la résultante de plu- 
sieurs vecteurs concourants est la résultante des moments des 
vecteurs composants par rapport à la môme droite. 

15. Iflnnient |iar rapiinri » un use. — Si de !a droite 
D nous faisons un a^:e A en choisissant un sens positif, le moment 
du vecteur AB par rapport à la droite aura une mesure algéLri- 
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que. C'est ee nombre que nous appellerons moment du vecteur 
par rapport à l'axe et nous le représenterons par M' (AB. 4). li 
a pour valeur absolue 6 fois le volume du tétraèdre défini par AB 
et un vecteur unité porté par l'axe et est positif si AB est de 
sens direct par rapport à i . 



16. ExiireMsion au»lyli(|uc du nioiiieiit |>ai> rap- 
A |iopt à 1111 ate. — Considérons 

d'abord un axe issu de l'origine des 
coordonnées rectangulaires, défini par 
ses cosinus directeurs, a,p,Y> ^°'* 
X,Y,Z,L,M,N les coordonnées du 
vecteur AB, on aura M' (AB. a\ en 
projetant sur i le moment OG de AB 
par rapport à ('H). On a ainsi' 

M'(AB,i) ^L«+-M(i + NY 

En particulier par rapport à 
'■ 0.v,0y,0z las moments sont L,M,N. 

Soit maintenant un axe quelcontiue détîni par uo point I {x„yo^o) 
et trois cosinus directeurs aB-;. 

Projetons sur a le moment de AB par rapport à I, nous 
obtenons 




M- (AB.i) = £ . [ (r-v.) Z - (^ - ;.) Y ] 
= 5;.[L + 2.Y-J-.Z] 



M' jAB,l) = aL + pM + iN + t. Iz.Y — y,-/.) + f, (xj. — i.X) 
+ ï (J-.X — xX, = «L + pM + vX + kX + nY + vZ 



1 = J..T - I..S 



On voit que les six quaniil^s o,p,Y,l,;i^,v sont Ees ooorLionnées du 
vecteur cîo mesure + 1 porté par l'axe. 
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17. jTIunteni d*un vecteur |inr rap|>oirt n itn nutre 
veeteup. — Soit deux vecteurs AB, A'H' 
(iecoordo[inâeâX,Y,Z, L,M,N,X',Y',Z' 
L',M',N' respectivement; désignons par 
i l'axe quipoi'le A'B' et a même sens que 
lui ; si m est la longueur de A'B', on 
appelle moment de AB par rapporta A'B' 
"ï le produit m. W (AB.a). Soit a,|î,v,).,tt,v 

\ les coordonnées du segment -h 1 porté 

\ par A. On a donc ; 

M'{AB. A/B') 
- m {Lfi -1- Mp + Nv + X>, -H \'i>. + Zv) 



On voit que la valeur absolue de ce moment 
est six fois le volume du tétraèdre déllni par les deux segments 
AB et A'B'; ce moment estpositif si AB a, par rapport à A'B' 
lésons direct, négatif dans le cas contraire. Enfin, l'expression 
analytique du moment montre tout de suite que l'on a 

M'(AB.A'B') -: >!' fA'B'.AB) 

Ce moment est nul quand les deux droites qui portent les 
vecteurs se rencontrent à distance finie on infinie. 
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LIVRE PREMIER 

DU MOUVEMENT SIMPLE D'UN POINT. 



CHAPITRE PREMIER 



1. Trajectoire. — C'est la ligne (Wci'ite par le point mo- 
bile flatis le syslùme où il se niout. 

3. ITlouvcnicnt pvctilisnc uniforme. — On appelle 
mouvement unilorme, un mouvement dans lequel le mobile 
parcourt des longueurs égales en des temps ^gaux. Au point de 
vue de la trajectoire et de la loi du mouvement, le mouvement 
te plus simple est le mouvement rectiligne uniforme. Dans ce cas, 
OQ appelle vilosse la longueur parcourue par le mobile dans 
l'unité de temps ; celle longueur est portée par la trajectoire et a 
un sens déterminé, celui du mouvement; c'est un véritable 
vecteur qu'on appelle le veclear vitesse. 

3. Ifloiivcniciit rectiligne varié. — Un mouvement 

non uniTorme est dit varié. Soit sur la 

trajectoire rectiligne M, M, les positionsdu 

. , mobile aux «Spoques respectives ( et ( -f-ii ; 

si le mobile allait de M en M' d'un 

MM' 
mouvement umlormo, sa vitesse serait un vecteur de longueur — 
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ayanl lesens du mouvement. Faisons leaJre i/,vers zéro le rapport 

MM' ,. . . , , , , , .. . , 

■ — —a une limite en gênerai et le vecteur preoedentune limLte qui 

est par déflnilion la vitesse du mobile à l'époque l. Si on prend 
sur la droite nu sens positif et une origine et si x est i'abscisse du 
point M, la mesure algébrique du vecteur vitesse sera la limite 
dx 

'w ■ 

mouvements ayant une vitesse, c'est-à-dire que les fonctions du 
temps que nous ferons intervenir pour dclinir un mouvoraent 
seront supposées admettant des dérivées. 

4. ]TIoii veillent ciirvilif^ruc. — La trajectoire étant une 
courbe quelconque, soit M et M' les posi- 
tions du mobile aux époques l el l -\- M. Si 
le mouvement du mobile s'effectuait de M en 
M' suivant la corde MM' et d'une manière 
uniforme, pendant le lemps M, la vitesse 
serait un vocleur MB ayant pour longueur 

MM' , ,. ., , , , 
et appelé vitesse moyenne pendant le 

temps i(; quand M tend vers zéro, MB a 
pour limite un vecteur MA tangent à la 
trajectoire en M ; ce vecteur est par défini- 
tion la vitesse à l'époque L Si on prend sur 
la courbe un sens positif et une origine 0, on pourra déBnîr lo 
point M de la courbe par une abscisse curviligne s et s sera une 
fonction du temps ; le rapport de l'arc à la corde ayant pour limite 

l'unilé quand l'are tend vers zéro, -^ a pour limite la valeur 

ds 

absolue de -T.- Si sur la tangente en M on choisit pour sens posilif 

celui qui correspond aux s croissants, le vecteur vitesse aura 

pour mesure —-. 

'^ dt 

o. PpoJccJâoii ilu mouvcnieiit sur «n axe. — Soit 
sur l'yxe X'X, Mi et M'^ les projections des positions M et 
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M' du mobile aux époques 




£ I. ~ DE LA VITESSE. 13 

l ei. i + Ai, et MiBi, la projection 
delà vitesse moyenne MB. En vertu 
du parallélisme des plans projetants, 



M,li, 
M, M,' 



MB 



_ M, M,' 



c'est à-dire que la projeetion de la vitesse moyenne du mobile 
pendant le temps M est la vitesse moyenne de la projection du 
mobile pondant le même intervalle. Si on fait tendre ii vers 
zéro, on en conclut. 

La vitesse de la projection du mohiie sur un axe est à cliaque 
instant la projection de la vitesse du mobile. 

0. ProJevtîoH «lu monvenicnt sur un plan. ~ Si 

on projette le mouvement sur un plan, 
on a, en raison du parallélisme des pro- 
jetantes 




M, M/ "" 



MB 



1 



Ainsi, la vitesse moyenne dans le mouvement projelé est la 
projection de la vitesse moyenne du mouvement dans l'espace. 
Si on fait tendre if vers zéro, M.B, a pour limite M, A, vitesse 
de ta projection et MB a pour limite MA vitesse de M, Donc : 

La vitesse de la projection du mobile sur un plan est à chaque 
instant la projection de la vitesse du mobile. 

1. Détepmination analf(i(|ue •!« la vitesse. — Soit 
x,y,z, les coordonnées du mobile, qui sont des fonctions de /. 
Si on désigae par V,r V„ Vj, les mesures algébriques des 
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projections de la vitesse sui" les axes, on a, d'après les paragra- 
phes 5 et 3. 



La longueur v de la vitesse sera si les coorJonnées sont r 
tanguîaires 



V(l) 



\dll 



\dll 



. ApplîeatioiE au niouveEiieiit eirsailaîrc. — Soit 
un point M décrivant un cercle de 
rayon H. Les coordonnées rectangu- 
laires du mobile sont 

j a; = R cos a 
I 7 = n sin . 

a étant une fonction du temps. 

Prenons pour origine des ares le 
point du cercle situé sur Ox et pour 
sens positif le sens cJioiFÎ en trigonométrie. On aura alors 




= Rw. en posant o) — - 



(/« 



(Il a reçu le nom de vite.'ise angulaire du point M 
Les projeefions de la vitesse sur les axes sont 



dx „ . rk 

= -77 = — R sm «. -T- = 

al al 
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CHAPITRE II 



PROJECTIONS ORTHOGONALES DE LA VITESSE. 




1. Coortloiiuvcs polaires |ilanes. — Soit s et les 
coordonnées polaires rlu mobile M. Projetons 
la vitesse du point M sur le rayon vecteur et 
la perpendicuîaire MB au rayon vecteur. 
Cherchons les mesures algébriques de cos 
projections. Nous prenons pour sens positif 
sur le rayon vecteur le sens de vers M, et 
sur MB le sens delà demi-droite qui faitaveo 

Ox l'angle OH — On aentreles coordonnées 

jctijignes rectangulaires et les coordonnées polaires les relations 



a: — p cos 9 j' — p sin 



V,. = -,- cos — a sin 6 
I c/t ' 

c/p 

V,, = -•- sin e + p cos 
" ai ' 



project sur MA — V^ cos 6 + Vj sin — -Ti- 
project sur MB = — V^ sin G 4- V, cosfl — p tt 

-~ s'appelle la vilesso do glissement ou d'élongation 

(/9 
p — la yitnssc do circtilslion 
' ai 
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2, Vitesse aréolairc, — Au système de coordonnées polai- 
res se rattache une nouvelle vitesse 
que nous allons définir. 

Soit M,M ' les positions du mobile 
à l'époque ( et ( -t- A/, M, une 
origine sur la courbe, 
l'osons;; = aire M„OM, Ah a pour 

Ail 
valeur absolue aire MOM' : — est 

' Ai 

appelé vitesse aréolaire moyenne 

pendant l'intervalle a; ; sa limite — - 

est la vitesse aréolaire à répo[[ue l. 

Cherchons l'expression de la vitesse aréolaire en coordonnées 
polaires. On a 







En coordonnées rectangulaires ( 







* 


clx 








La 


1 


f/« _ 


" dl 


C05° ( 


i ti( ~ 


:e 





dt " 



' dlj 



La vitesse aréolaire est liée d'une manière très simple à la 

MM'xOH 
vitesse du point M; on a, en effet. Au = ^ , OII étant la 

liouleur du triangle infinitésimal OMM' . D'où on tire 



au 



, cls 



p désignant la distance du pôle à la tangente. 
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La relation précédente peut s'énoncer ainsi : 
La vitesse aréolaire à l'époque t est le moment par rapport à 
Torigine do la vitesse du mobile à la même époque. 



3. Applieaigon an luoiivctncut des planètes. — 

D'après la premièi'e loi de Kepler, ou loi des aires, le rayon qui 
va du centre du soleil au centre delà planète, décrit des aires 
proporlionneiles au temps; avec la déllnilLon précédente, la loi 
peut s'énoncer ainsi : La vitesse aréolaire de la planète est 

constante. On désigne cette constante par -et l'on a 



La vitesse de la planète est inversement proportionnelle à la 
perpendiculaire menée du soleil sur la tangente à la trajectoire. 
Cette proposition est duo à Newton {Principia, page 3â, édition 
de 1723). 



CoordoHnées sci»i-|iolaiFes ou cylindriques, — 

Un point M de l'espace est défini par 
sa cote z, et les coordonnées polaires 
p,e de sa projection sur 0;^/, Ox 
étant l'axe polaire. Les surfaces p 
= const. sont les cylindres de ré- 
volution d'ase Oz; les sorraces 6 

^coost. sont les plans passant par Oz, 

et les surraces z = coQst. les plans 
normaux à Oz; les trois surfaces 
passant par M se coupent orthogona- 
lement. Nous nous proposons de 

de la vitesse, sur les tangentes aux trois 
deux à deux, les sens 

a 



trouver les projectioi 

lignes d'intersection de ces surfaces pri 
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positifâ étant ceux qui correspondent aux coordonnées croissan- 
tes. D'après ce qui précède, ces projections sont (n"' S, 6, chap. i ; 
n" 1, chnp. u). 



dii 



(h 



La longueur V rie la vitesse du point M est donnée par 



I. Coordonnées iiolaércs 



\dll 



spliériqucs. — On défi- 
nit un point M de l'espace par sa 
distance p à l'origine, l'angle 6 de 
la demi-droite OM avec Oz, et 
l'angle f de Ox avec Om, m étant 
la projection de M sur le plana;o7. 
Les surfaces p =^ const. sont les 
sphères de centre o, 7 ^ const. sont 
les plans passant par Oz, et 9 = 
const. les cônes de révolution 
d'axe Oz. Les trois surfaces pas- 
sant par M se coupent orthogona- 
îement. Nous allons cliercher les 
projections de la vitesse sur les 
tangentes aux courbes d'intersec- 
tion de ces surfaces deux a deux, 

les sens positifs pris sur ces tangentes correspondant aux 

coordonnées p, 6, ç, croissantes. 

Considérons d'abord la vitesse comme la réoullante de- sa 

projection sur 0^ et sur le plan a-'O/. 
La première de ces projections a pour expression 




dz fl / \ 



Quant à la seconde, on peut la remplacer par ses deuîc projec- 
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tions sur le pralougement de Oin, et la perpendiculaire ml à Of», 
respectivement égales à (n"l, chap. ii). 

En dérmitive, la vilcsse peut être regarJôo comme l'ôsullanle 
de trois vecteurs de mesures. 

— (pcosO), -r- [osinOj, p sin [1 -— 

On aura donc : 

Project, sur Ml' = -7- ( p cos J cos Oh- -- (p sin oJ siii " = ^r 



'' Il 
~ p sin ^ cosO — p sin 



arojeci. sur MQ — y (f cosûj cos ^ -H -j (pcosOJ cos - 



dl 



.^^^çsinojcoso 



(J.Coordonnt-escin'TÎIieiics.— Soi ta;, j'iZdes coordonnées 
rectiligneg rectangulaires; (/',,r/s,'î'j3pai'amètres variables et consi- 
dérons les trois familles de surfaces. 

q^ = l\(x.y,2) q, = F,ix,y,2) q, = ¥,{çc,y,z) (1) 

Par un point M de l'espace, il passe trois de ces surfaces 81,85,3^; 
nous appellerons les paramètres de ces trois surfaces coordonnées 
curvilignes du point M, Les relationsfl) expriment les coordonnées 
curvilijirnes à l'aide des coordonnées rectangulaires ; inversement 
en résolvant les équations (1) par rapport à xyz. On a : 
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Les courbes d'interscclion deux à deux des trois surfaces qui 
passent par M sont les trois courbes 
obtenues en faisant dans les équa- 
tions (2) varier successivement 
^,,ç-j,(jfg, La courbe qt variable par 
exemple est à l'intersection de S, et 
S3. Ces courbes C, Gj Cj sontdites 
courbes de coordonnées. Nous 
nous proposons de chercher les 
composantes de la vitesse suivant 
lés tangentes Aj, ij, i, à ces 
trois courbes, le sens posiliFsur 
chaque tangente étant celui qui 
correspond au sens (les q croissants. On a 




dx _ dx àq^ dx dq^ dx âq^ 
dl àqi dl dq^ al dq^ dl 



Z4 àqi dt 



directeurs du sens positif de la tangente A^ 



dx 

Si 



Vt 



'ii = A,^«, + A,"-:0,, + A: 



W'/./ 



-v/(ir-(iM^r 
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Cas relations mollirent que les conipOîaRtsde la vitesse suivant 



^^ ij i, sont respectivement 



^ ^ A ^' A ^^ 
Al*"/', , A^ç', , Ajf/'s 



en posant 



7. — 'Si au lieu des composantes suivant i, ij ia on prend 
les projections orthogonales de la vitesse, les expressions obte- 
nues sont moins simples ; on a, par exemple : 

v^ ~ projecl. sur i, — ^^x' -H Pi^' + Tiz' 

en posant ^^ 

x' = ~ etc. 
dt 

Le second membre peut être transformé. On a 

\^ / dx , âx , flr , \' 

2T = » . + /■ + '■■ = 2, (s- 1\ + -,-;■ 'l-, + s^ î . ) 

2T. est ainsi une forme quadratique par rappoi-t a^^■ (/' dont 
les coefficients sont fonctions des q. On a 



A, r, 


()f/, Oqi Ôqy (?!/i 


<îx' 


puisque 


, <)x , dx , 




d'où 







, dx' . dz- ÔT 

A, r, = y — - + . , . . + z' —^ = --— 

'■''7 1 "'/ 1 «'î i 

Les projections orthogonales de la vitesse sont donc : 
Aj (?(/', ' A; (Jij'j ' Aj (ï^'a 
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CHAPITRE III 



COMPOSITION DV.S VITKSSEH — CONSTRUCTION DES TANGENTES. 



i, — Un mobile se meut dans un système S, !ui-iiiôtnc em- 
porté dans uû système plus vaste Si. On dit que le système S, 
appelé système mobile ou de comparaison, a un mouvement 
d entraînement dans le système S, appelé système Ûxe. Par 
rapport au système S, le mouvement du point est qualifié de 
mouvement relatif ou apparent; son mouvement, par rapport au 
système S[, qui dépend à la fois du mouvement relatif et du 
mouvement d'entraînement s'appelle mouvement absolu. 

2. — Soit AB la position de la trajectoire relative à l'époque /, 
M la position du mobile sur cette 
trajectoire à l'époque /. — Au 
bout du temps M la trajectoire 
est en A'B' et le mobile en M, — 
Le point du système de comparai- 
son, qui coïncide avec le mobile 
à l'époque t et qui est dit point 
'■oïncidnnl est en M' après le temps 

La corde MM, du déplace- 
ment absolu est ia résultante 
de la corde MM' du déplacement 
d'entraînement, et de la corde 
M'Mj du déplacement relatif. Il 
pour les quotients de ces vecteurs ioBiiiment petits 
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par Aï. En passant à la limite, on voit que : 

La vitesse absolue du mobile est à chaque instant la résultante 
de la vitesse relative et de la vitesse d' entraînement. Nous 
entendons par vitesse d'entraînement la vitesse à l'époque l du 
point coïncidant. Connaissant deux quelconques de ces trois 
vitesses, on saura donc, par une règle simple, en déduire la troi- 
sième. 

3. Géuéralîsafioii. — Soit n systèmos invariables Si S^. . 
S,„ tels que chacun d'eux se meut dans le suivant ; P un point en 
mouvement dans le système S[ et P;, Pj, ... P„-,, les n—l points 
des n — i premiers systèmes qui, à l'époque /, coïncident avec P... 
Désignons par V, la vitesse de Pj par rapport à S., par Vj celle 
de Ps par rapport à S^ et ainsi de suite jusqu'à V„ _ i vitesse de 
P„_i par rapport au système S„. La vitesse de P dans Sj est la 
résultante de la vitesse relative V, et de la vitesse d'entraîne- 
ment V,. La vitesse de P dans S^ est la résultante de la vitesse 
de P dans S, et de V^ et par suite la résultante des trois vitesses 
Vf, Vi, Vj. Et ainsi de suite. Donc : 

La vitesse dii mobile, par rapport au dernier système S™ est la 
rcstiîtantede V„ V„ F^, i;„^. 

4. Consitruction dcst Annsontcs. — Roberval, le pre- 

mier a déduit de la considération des 

mouvements simultanés une solution 

du problème des tangentes aux lignes 

courbes (communication à Fermât 

1640, mémoire lu à l'Académie des 

sciences 1668). Si on considère, en 

effet, avec Roberval, la tangente à une 

courbe comme portant la vitesse d'un 

mobile assujetti à décrire cette courbe, 

f il suffira, pour être en mesure de 

tracer la tangente, de connaître deux 

composantes de celte vitesse, ou simplement deux vecteurs 

proportionnels à ces composantes. En particulier, supposons la 

courbe dérinie en coordonnées bipolaires r,r' F et F 'étant les deux 
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pôles. La projection orLhog'onale de la vitesse sur le rayon vecteur 

dr 
FM est — le sens positif étant celui de FM ; de même sur F 'M, 
dt 

elle est --r-. Si MA et MA' sont des vecteurs de mesures pro- 

. dr 



porlionnelles à -r- et 



il suffira de mener en A et A' des per- 

diculaires aux rayons vecteurs. Leur intersection sera un point 
de la tangente. La construction s'appUqne immédiatement à 
réilipse, l'hyperbole, aux ovales de Descaries. 



Tangciiic à la Coiielioïdo. — Comme nouvelle 
application de la niélhodo de 
Robefval, indiquons la construc- 
tion de la tangente à la conchoïde 
de Nicomède (150 ans avant J.-C.) 
011 conchoïde de droite. Rappe- 
lons la définition de la courbe ; 
pour un point fixe 0, on mène 
une sécante qui coupe une droite 
iixe D en M ; sur cotte sécante, on 
prend à partir du point M une 
longueur conslanle MM' = a ; la 
conchoïde est le lieu de M' quand 
la sécante varie. 

On peut représenter la vitesse 
de M par un vecteur MG de lon- 
gueur arbitraire. Ses projections 
sur le prolongement du rayon 
vecteur et la perpendiculaire à ce rayon sont : 




_''f. 



Pour lo point M' on a de mêm 
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On a donc 

,^,^, „, M'B' OM' 
M'A' = Mi, -^-ôM 

c'csUà-dii-6 que B' se trouve sur OB. 

Ces relations entraînent une construction très simple de la 
tangente en M' indiquée sur la, figure. 

— Pour une conohoïde de courbe, la constfuction delà tangente 
reste la même ; on remplacera la droitf! D par la tangente à la 
coui'be en M . 



Tangentes au:K eoui-lies en coordonnées niultS- 

polaires. — Considérons dans le 

\ plan une courbe définie par la relation 

\ .^ '''■■' f(i\, i'j, r„) = entre les distances 

~\ / rf'un point de la courbe à n pôles 

/f FiFs... F,|. On a pour une tellecourbe 

/ ''■ une construction très simple de la 

/ \ tangente due à Poiosot. 

/ \ Sur le rayon vecteur, Fi M, portons 

''■■ \ un vecteur MAi de mesure ^— le sens 

positif étant celui de F^M. 

Ls résuUanle de tous les vecletirs MA; est normale à la courbe 
en M. — Nous allons montrer, en effet, que la somme des pro- 
jections de ces vecteurs sur la vitesse v du point M est nulle. 
Soil «; l'angle de Fi M avec la vitesse. 

Il faut établir que \ -r — cos «i = 0. Or, on a — - = v cos «i, 
^ ^àr ' de 

cos «i est proportionnel a -7- et on est ramené a > -; r- = U 

relation qui résulte de l'équation de la courbe par différeu- 
tiation. 

Celte construction s'applique en particulier aux courbes défi- 
nies en coordonnées bi-polaires, à l'ellipse, l'hyjierbole, aux 
ovales de Ûescartes, de Gassinî, etc. On retrouve les propriétés 
bien connues des tangentes à l'ellipse et à l'hyperbole. 
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LIVRE II 

MOUVEMENT SIMPLE D'UN POINT. — DE L'ACCÉLÉRATION 

CHAPITRE PREMIER 

ni'iFiNiTiON Di'; l'accélération. 



1. Itf oiiveineni rcctiligriic unifoi>iné>ti«iit varié. — 

Un mouvement rectiligne est dit 
uniformément varié, si la vitesso 
_^_ =^. ^ —^ varie de quantités égales en des 
temps égaux. La variation de la 
vitesse, pendant l'unité de temps, 
s'appelle l'accêléralion. Si dans un intervalle de temps M la va" 

^v 
riation de la mesure r du vecteur vitesse est iv, — est cons- 
tant et mesure le reclear accéléralion. Le vecteur vitesse MA du 
mobile à l'époque t étant transporté en Onî de manière que son 
origine soit fixe en 0, on peut encore dire que î' accélération du 
point M est la vitesse du point m. 

2. MouTeincitl reelîlàsne quelcoii(|iic. — Pendant le 

temps ii, la vitesse MA du point M 
subit une variation géométrique MB di- 

" "' * rigée suivant la droite ; le quotient ' — 

" M' est un vecteur qu'on appelle acoéléraiion 

moyenne, relative à l'intervalle 4/. La 

limite de ce vecteur pour M tendant vers 

zéro est TaccélèrsUon à l'époque (. On voit que si on suppose la 
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vilesse MA constamment Iransportée on Om de manière que son 
origine soit fixe eiiO, l'accélération du point M est !a vitesse du 
point Hi. Le point Hi, étant pris pour origine et x étant l'abscisse 
de M, a pour abscisse -—'L'accélération du point M aura donc 

pour mesure y = -5-^ 

On peut donner une autre délinilion de l'accélération ; soit il' 
la position du mobile à l'époque ( 4- M. On aura 

MM' = i-a; 4- 1 y i^^Y -I- « i^iy 
a ayant une limite fmio quand Ai tend vers zéro 

d'oii __ 

,. . /MM' — v\t\ 
Y = bm 2 - — ■ — 

Si, à partir du point M, le mouvement devenait uniforme, à 
l'époque / + i( le mobile serait en Mj, tel que 



Y — lim 2 —i — 



2 M. M' 



2M, 
et, par suite, I accélération est la limite du vecteur 

a. Itlouvcinvnt cui-vilignc. — Soit M, M' les positions du 
p mobile aux époques l, t -\- M, 

et MA, M'A' les vitesses cor- 
respondantes. Menons le vec- 
~^. teur MB é^al à M'A', parallôie 

et de même sens. Ce vecteur 
MB est la somme géométrique 
do MA et AB, en sorte qu'on 
peut considérer AB comme la 
variation géométrique de la 
vitesse pendant le temps A(, 
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. AB 
Le vecteur MJ, égal, parallèle et de même sens a — - est 

raccélératioiî moyenne pendant l'intervalle i( ; sa limite MJ 
quand M s'annule est par définition l'accélération à l'époifue l. 
Le plan AMB ayant comme on sait pour limite le plan osculateur 
en M, on voit que l'accélération est dans ca plan osculatour ; elle 
est en outre, par rapport au plan de la tangente et de la binor- 
raale du même coté que le centre de courbure. 

4 . lIotlnjE;B<Rplic. — Par un point iîxe 0, menons le vecteur 

Oui obtenu en transportant la vitesse de 

manière que son origine vienne en 0. On 

\ ,^ voit que l'accélération du poiut M, à une 

/ \ translation près, n'est autre que la vitesse 

/ l du point m. Le point ni décrit une courbe 

Q^ appelée hodor/rsphe. Si est l'origine des 

coordonnées, (a-, y, z) étant les coordonnées 

de M, celles de w seront 

dx dy ih 



et par suite les projections de l'accélération sur les axes onl pour 
expression : 

d''x (/*/ d^-z 
U^' rf?' IF 

5. Autre iléllaiition de l*aec«lvjration. — M et M' 

étant les positions du mobile aux épo- 
ques t et i+ii, et V, sa vitesse à 
l'époque t, prenons sur la tangente en 
M à la trajectoire MMj = vi/, le point 
M, est la position que prendrait le mo- 
bile au bout du temps A/, si à partir 
de il le mouvement s'effectuait unifor- 
mément suivant la tangente. Le vecicur MjM' a été nommé 
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par Duhamel, dévialioii. Nous allons voit' que V accélérai ion est 

/fi jimile au vecleuv -r—^— 
[M]' 

On a en effet 

/ \ / dx \ d^x ii^ , 

projet MjM'^ = [x -h ^xj - [^ -^ Yt ) ^ li^' '% ~^ 

tt ayant une limite finie pour \[ —- o. 

d'où 

hm. Project (-^)= — 

De même pour les deux autres axes. Le vecteur —7^ a donc 
une limite qui est l'accélération. 

<j. Fpojreiioiis de l'aocélération. — Soit MA et MB des 

vecteurs égaux et parallèles aux vitesses aux époques (et / + a;; 
les projections de MA et MB, sur une droite ou sur un 
plan, seront les vitesses de la projection du mobile aux mêmes 
époques. 11 en résulte que le vecteur AB, variation géométrique 
de la vitesse du mobile de Tespaee pendant le temps M, se pro- 
jettera suivant un vecteur A'B' qui représente la variation géomé- 
trique de la vitesse du mobile projection pendant le même temps 

cl l'accélération moyenne — - du mobile de l'espace , aura pour 
projection — -, c'est-à-dire l'accélération moyenne du mobile 
projection. D'où, en faisant tendre M vers zéro ce théorème : 

L'accélération du mobile projection est à cbaquo instant la 
projection de l'accélération du mokilo do Vospsco. 

1. Aocélération d'ordre supérieur. — En opérant sur 
les vecteurs qui représentent l'accélération au temps ( et ( + i/, 
comme on l'a fait avec ceux qui représentent la vitesse, on 
obtiendrait un nouveau vecteur représentant faccélération du 
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deuxième ordre ou surace6lération, ayant pour projections sur 
les axes 

d'x d'y d^ 
W l/P' dt^ 

En continuant de la sorte, on définirait l'accélération d'ordre « 
qui a pour projections : 

d"'"i <f^y d"^l 
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CHAPITRE II 



PROJECTIONS DE 1. ACCELEKATION. 



Nous avons, dans le chapitre précédent, décomposé l'accéléra- 
ralion suivant des axes fixes, Maclaurih, en 1742, en a donné le 
premier exemple (Traité des i}'ixious,\ci\. l,art, 465 et suivants). 
Nous chercherons à présent l'expression des projections orthogo- 
nales del'accélération sur certaines droites liées à la trajectoire 
du mobile, do même que nous l'avons fait pour la vitesse. 

1, PvoJcctioiiBi sur la tang;«iil« «i la iiarnialc 
lipineipalc. — Soient en coordonnées rectangulaires, x, }-, z, 
les coordonnées du mobile M, v sa vitesse au temps t, a,p,Y les 
cosinus directeurs de la tangente menée dans le sens des arcs 
croissants, ci'p'Y ceux de la normale principale, di l'angle de 
contingence, H le rayon de courbure au point M. On a 

d'x _ d /dx\ _ </ / . \ _ ^" ^^" 

IF '^ Jl Vdï) ~ dlV'^) ~ rfï" " "'~ ^ ~t 

D'après les lormules de Freiiet 



dp 


-^S 


d'z 
dp 


dv 
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LIV. II, CHAP. 11. — DES PROJBGTIONS DE l'AMëLÉRATION. 3Î 

Ces relations montrent quo l'accélération est la résultante de 
deux vecteurs; l'un porté par la tangente a pour mesure 

j -'Il - ^■''' 
' ~~ dt dl^ 

On l'appelle accélération langeutielle ; l'aulrc, porté par la 
normale principale a le sens de cette normale et pour longueur 



Ce mode de décomposition de l'accélération a été employé par 

Newton (Principia 1687) et par 

Eulerdanssa mécanique publiée en 

1736, le premier ouvrage où la 

science du mouvement soit ramenée 

à des questions d'analyse. J'indiquerai 

un moyen à peu près intuitif pour 

retrouver le résultat précédent ; il 

suffit de prendre pour origine d'un 

système de coordonnées polaires dans 

l'espace le sommet du cône directeur des tangentes à la trajectoire 

et de considérer l'accdlération mG comme la vitesse du point 

décrivant l'hodographe . Alors 

^ . , dû dv 

p = Offi = r et J, = m\ = -i- = — 
' de dt 

D'aulrc part : 

J, =r m\i = 0. — = V ~. — = -^ 
^ at ds dt K 

2. Apiilication au nionvement eireulaîrc. ~ On a 

dans ce cas Y = Fîw. 
par suite _ . f/<» 

' ' ~iû 

fii le mouvement est uniforme, tu est constant et -r = 0. 
' dl 

L'accélération J se réduit à raccélération normale et a pour 
valeur J = ■— 
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THAITE de ClMiMATiQUE THEORIQUE. 

Rayon de courbure de l'hélîee. — La relation 
J^ = ;-- permet, dans certains cas, 
de déterminer le rayon de courbure 
d'une courbe. Soit, par exemple, une 
hélice, c'est-à-dire une courbe tracée 
sur un cylindre coupant toutes les 
génératrices sous un angle constant û. 
Supposons-la décrite par un mo- 
bile M d'un mouvement uniforme 
avec une vitesse v. Projetons le 
mouvement sur un axe Oz parallèle 
aux génératrices et sur le plan P de 
la section droite passant par M. Lb 
mouvement projeté sur Oz est uniforme ; par conséquent, l'accé- 
lération J du point M est dans lo plan de la. section droite et coïn- 
cide avec TaccélérationJ' dans le mouvement de la projection de 
M sur le plan P; soit v' la. vitesse constante de ceite projection, 
R' le rayon de courbure de la section droite en M, R celui de 
l'hélice, on aura puisque J' = J ; 



4. Projections en coordonnées 

poinîres |)lancs.— I.a projection de 
MJsur le rayon vecteur a pour expression, 
en posant 



dx 



dx" 



+ y cos 6 = - ( xj: + yy 



' [1 ("' + 77') -(^■' + )■■■)] 



y Google 
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La projection sur la pei-penlicuiaire au rayon vecteur, faisant 
avec Ox l'angle 6 -(- - est 

a" cos h + ^W7"=in (l^ + s) = — ^' sinO -f 7" cos û 



5. Coordonnées semi -polaires. — De ce qui précède, 
il résulte immédialement que les projections ont les expressions 
suivantes : 



r Ox et O7 : p" — pu'' et -. — (f<)'\ 



G. Coordonnées polaires dans l'espace. — N'ous 
considérerons l'accéléra Lion du point 
M comme la résultante de la projec- 
tion de M sur Oz, et de l'accélération 
de la projeclion m de M sur xy, cette 
dernière étant à son tour remplacée 
par SCS composantes sur le rayon 
vecteur Om et la perpendiculaire à 
ce rayon. 

Ces trois composantes sont : 

i d 

(p cos 8)", (p sm 0)" - f sm cp'S — rj^ ~ (f= sin' 6cf') 

Nous aurons : 




Project sui' MP ~ (p cosOj" 



-|- sin Û [(p sin 0)" — p sln !{."] 
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Project sur MQ = - (p ços 9}" sin + cos [(p sia 9)" — p sin tp"] 
= 2f'8' + p6" — p sin cos 9 



7. Coopdomiâescufi'ilîgiies.— Reprenons les coordonnées 
curvilignes q^q^q^ et la forme quadratique 2 T = ic"' + 7'* + z". 
Nous allons voir qu'en introduisant 2T, les projections oitho- 
gonaies de l'accélération J sur les tangentes Aj ij Aj aux courbes 
coordonnées, ont des expressions simples. On a : 



d,U 



-t's',(j,7,)+-'"l(|;)+''s(;|)] 



On a 



cl j ().r \ _ d^^ , à'-x , (f-x , 



La deuxième parcnlhèse est (loi 







,<lr.' 




r suite 









A, \jll \0q\) dqd 



8. ProJcctî»iis il« la sniraceélérailoii. — Nous allons 
cherelicr les projections de la suraccclération sur la tangente à la 
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Irajfictoîre, la normale principale, et la bi-normale. Nous avons 
obtenu : 






d'où 



di"" ^ df dl dt\lij H \di-l 



Or si on désigne par' «"p"-/" les cosinos directeurs de 
binormale, dn, dz l'angle de contingence et de torsion : 






^ds de 
"''rii' Is' 



1 t/i= ^ " i dr- R' j ^ * XKdl^ di\\\]\' 
\d^y Id^v rM , \v dv d /vMT 

1 (/<■ ~ ' 1 dl' IV I '*"' Lr dï '^ dl\Kli~ 



HT 

''Ht 



Ces trois égalités montrent que la suraccélération est la 
résultante de trois vecteurs portés par la tangente, la normale 
principale et la binormale ayant respectivement pour mesure : 

d-'v Y^ V dv d_ iv^\ _v^ 
dî^ ~ H^' R'dï'^ dl\RJ' RT 
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CHAPITRE III 

ACCÉLÉRATIONS CENTRALES. 



]. Nous (lirons que l'accélération d'un mouvement est centrale 
lorsqu'elle passe constamment par un point fixe. E'renons ce 
point fixe pour origine de coordonnées rectangulaires, soit x^y^z 
les coordonnées du mobile x',x" les dérivées première et seconde 
de A' par rapport au temps. Si l'accélération passe conslamment 
par 0, on a : 



lar exemple : 

yZ" - Zf : 



On a donc par intégration 



< zx' — xz' = B 



A, B, G, désignant trois constantes. Des relations (1), on tire 
Aa; + B7+Cz.= 0. Donc: 

Si l'accélération est centrale, la trajectoire esl contenue dans 
un plan passant par îecentre. 
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Si 011 prend ce plan pour plan des xy, les relations (1) se 
rédtiisent à : 

dy (Ix 

ou en passant aux coordonnées polaires r,0 

Par suite. La vitesse svéoioire est conslante, te centra étant 
pris comme pôle. 

Rappelons que la relation (1) revient à 

(l'j pv = C 

p désignant la dislance du centre à la vitesse. 

Réciproquement : Si la trajectoire est dans un plan passant 
par et si étant pris pour pôle la vitesse aréohiirc est cons- 
tante, 1 accélération passe constamment par 0, 

Prenons en effet, le plan pour planxOfon a 



= 



et par suite l'accélération passe par 0. 

Celle double proposition est due à Newton [Principia, \ 
34et35, édit. 1723). 

2. Uiverses ex|iressSoii8 tic la vitesse, — On a 



-1>-(S)]™ 
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La vitesse est ainsi connue étant donné ia trajecloirs et la 
constante des aires. 

Si on ôlimine G, on obtient y'^=i-r- -j ; 

la vitesse est ainsi connue si on se donne la 
constante des aires et le rayon vecteur en fonc- 
tion du temps. 

Nous indiquerons enfin une relation simple 
entre la vitesse et l'accélération. Soit y îa mesure 
de celle-ci quand on prend pour sens positif non 
plus celui de vers M, mais le sens opposé. 






par suite 



(III) y^ - v.^ = ~ 2 f^yi dr 
proposition due encore à Newton [Prineipia page 11^). 



3. expressions diverses de l'aecéléraiion. — Dési- 
gnons par ]A l'angle de la vitesse avec 
le rayon vecteur. Projetons l'accé- 
lération sur la normale et soit R le 
rayon de courbure en M. Nous aurons : 




1 tenanl compte de p = r sin y. et da [!') 
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Cette formule est due à Moivre qui la communiqua à Jean 
Bernouilli, en 1705, mais sans démonstration. Ceîiii-ei répliqua par 
l'envoi de la démonstration (lettre datée de Bàle, 16 février 1706). 

La formule (IV) peut se mettre sous la forme 

(.vr ■: = V^ 

Montrons en effet qu'on a 

dr R 



dr = ds cos ji 
rdd = ds sin (i 



car l'angle de contingence en M est de + d[i.. 

Indiquons d'aulres expressions de l'accéiération-, nous avons 
trouvé pour projection de l'accélération sur le rajon vecteur 
;." -_ i-n'i^ le sens positif étant celui de OM. Donc : 



KS' 



C'est d'ailleurs sous cetl.e forme que Clairault {Théorie de Ja 
lune, page 2, 1752) et Euier {Novi. comment. Pctrop. \1^Z) 
avaient fait connaître presque eu mémo temps l'expression de 
l'accélération. 

Eliminons 6 entre la relation (V) et i- — ■ = G, Nous avons : 
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raocéléralion est ainsi coiinoo si on donne la conslanle des aires 
et la variation du rayon vecteur avec le temps. 



Eliminons l entre la relation (V) et r' -- :== C ; nous obtenons 



dC" ~ ~~ rfô'' "S ~ ~" ï^ oF 
d'où 

Cette formule, due à Binet, Tait connaître l'accélération étant 
donné îaconsladte des aires et la trajectoire. Telles sont, présen- 
tées dans l'ordre historique, les diverses formules relatives aux 
accélérations centrales. 

4. Application au niouveinvnt d'un |iolnt sur une 
eoniqne, l'accélération étant constamment diri- 

sé© vers un foyer. — Nous prenons 
"■^1^ M le foyer considéré pour pôle et pour axe 

/ 



polaire la droite qui va du foyer au som- 
met voisin ; la conique a pour équation 



En portant cette valeur de 7 dans la formule de Binet, on trouve : 
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Ainsi V accélération est inversernenl proportiunneUo au carré 
dn rayon vecteur. 

La formule (IV) de Moivrc, où pour éviter une confusion nous 
désignons par p' la distance du foyer à la vitesse, donne : 

y)'J y p'^ Sin' [A 

puisque 

p' := 1' sin ^ 

Si on désigne par ç l'angle de la normale avec le rayon vecteur 
on a : 

COB-'ç 

D'autre part, la longueur de fa normale, comprise entre le 
point d'incidence et l'axe est 

COSÇ 

On a enfin 

cos^9 

formule qui fournit une construction très simple du rayon de 
courbure de la conique. (Voir Serref, Cours de calcul dîlTérenliel 
et intégral, tome I, page 336), 

5. JTIouT'einent d'nn poini sur une spirale loga- 
rilliniîqne, l'aecéléra<îon étant consfamnieiit diri- 
gée vers le pôle. — Soit : r = e" l'équalioû de la courbe. 
Appliquons la formule : 

__G^ dp 
• p^' dr 
on a 

rd^ . ''g . 
tffu. = — = a. et o := r sin u = , 

dp_ a 

di-~ y^i^H^ 
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^ C' (1 4- ii^) 1 



L'accélération esl inversement proportionnelle iiu cube du 
rsyon vecteur. (Newton. Principia ; proposition IV, probl. IV, 
page 45. j 
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LIVRE III 

ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE. 

CHAPITRE PREMIER 

DES MODVKJ\n^NTS DE TRANSLATION ET DE lîOTATtON 

d'un solide. 



i. Translation. —- On dit qu'un système invariable ou 
solide a un mouvement de translation, quand tous les points du 
système éprouvent, dans un intervalle de temps quelconque, des 
déplacements égaux, parallèles et de même sons. 

Si on considère un intervalle i t, on voit que les vitesses 
moyennes des points du solide sont des vecteurs égaux et, pas- 
sant à la limite, on a ce théorème : 

Si un solide a un mouvement de (ranslatloii, à an instant quel- 
conque les vitesses de tous les points sont égales. 

Récipi'oquement, si deux points quelconques Aj [x^,y^,z^) 
Aj [x^y^z^) du système ont, à chaque instant, la mémo vitesse, le 
système est animé d'un mouvement de translation. En effet, des 
équations 

d.i:\ di:^ dy, ^_ dy, dz, __ dz^ 
lu ~ ~dî' lu ~ ~ât' dt Ut 

on déduit par intégration que x^ — x^, y^ — j',, z, — Zj, sont 
des constantes. Le segment A,Aj se déplace donc parallèlement 
à lui-même, d'où il résulte que les points Aj.A^ éprouvent dans 
le même temps des déplacements égaux, parallèles et de même 
sens. 
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Botatïon. — On dit qu'un solide a un mouvement <îe 
rotation si deux points A,B ds ce solide sont 
fixes ; tous les points de la droite AB sont 
alors fixes ; cette droite est Vaxe de rotation. 
Tout point M du système décrit un cercle 
ayant son plan perpendiculaire à l'axe et son 
centre sur l'axe ; sa vitesse est un vecteur MV 
"7 '^ normal an pian MABdont le sens résulte de 
/ celui du mouvement ; sa valeur numérique est 

^ MP.u), M étant la vitesse angulaire. Cette vitesse 

angulaire est la même pour tous les points du 
corps ; si on considère, en effet, un autre point 
Mi et qu'on désigne par et 0, les angles des 
plans méridiens ABM, ABMj avec un plan 
méridien fixe, on a 



dl dt 

I. Beiirésentntion de» rotations. — Les vitesses des 
points d'un solide en rotation sont 
connues à l'époque (. si on connaît 
l'axe, le sens du mouvement etla vitesse 
angulaire. On donnera à la fois toutes 
ces conditions en représentant la rota- 
/ tion par un vecteur OR porté par l'axe, 

/ de longueur mesurée par u, et ayant un 

V sens te! que par rapport à cevecteur le 

mouvement de rotation ait le sens direct, 
c'est-à-dire s'effectue de gauche à droite 
pour un observateur ayant ies pieds à l'origine et la tête à l'extré- 
mité du vecteur. Remarquons, d'ailleurs, que notre sens direct 
est le sens rétrograde en astronomie. Le mode de représentation 
précédent est dû à Poinsot [Théorie nouveile de la i-olation des 
corps, page 6, 1832). On voit sans peine que la vitcssv MV d'un 
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point M sera le moment du reeleiir représentant la rotation par 
rapport s ce point. 

A. Déterminai ion analyfiqne de la vitesse d'un 
point du corps. — Les projections de !a vitesse du point 
M{x,y,z)ne sont autre chose que celles du moment du vecteur OR 
par rapport au point M. Soit (x„j'i,z,)leB coordonnées de l'origine 
de la rotation, p, q, r ses projections sur les axes de coordonnées 
rectangulaires ; on aura : 

V)- = (j'i — 7) r ~ \Zi — z) q = 1 + qz — ry 
Vy = (zi — z) p — (xi — x] r = m -+- rx — pz 
\, = {x, — x) q— (y,— y) p = n + py ~ qx 

{!,m,n,p,q,r) étant les coordoanées du vecteur OR, 

et si le point est origine des coordonnées : 

( V, ^ qz~ ry 

Vy -= rx -~ pz 

{ Vï = py — qx 

Remarque. — C'est à ces deux luouvements simples : trans- 
lation et rotation, qu'on ramène le mouvement d'un corps solide. 
Nous commencerons par étudier un cas particulier, eeiui oii un 
plan du solide glisse sur un plan fixe ; ce mouvement revient 
évidemment à l'étude du mouvement d'une figure plane dans son 
plan . 
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CHAPITRE II 

ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DU MOUVEMENT d'uNE FIGURE PLANE 
DANS SON l'LAN. 



Théorème I. — Toal déplacement d'une figure plane dans 
son plan peut être produit par une rotation autour d'un point. 

Deux points A et B, invariablement 

liés à la figure, suffisent pour en 

déterminer la position. Soit A'B' les 

^ positions de ces deux points dans 

^■ ^ ■""'^ /- ^ ^ ^^^ deuxième position de la figure. 

/^-.^ 1 Le point A a éprouvé le déplacemeni 

'■■•, / AA', le point B le déplacement BB'. 

Les perpendiculaires à ces deux 

droites en leurs milieux se coupent 

en un point et l'on voit aisémeni 

que les deux angles AOA' et BOB' sont égaux et de même sens. 

Si l'on conçoit que le pian lié à la figure mobile tourne autour du 

point d'un angle égal à AOA', le point A décrira un arc de 

cercle et viendra en A', B décrira un autre arc de cercle et 

viendra en B'. La figure aura alors passé de sa première à sa 

seconde position. Si AA' et BB' étaient parafièles, serait rejeté . 

à l'infini ; la rotation deviendrait une translation. 

Théorème IL — Lorsqu'une figure plane se déplace dans 
son plan, les vitesses des différents points de la figure, à un 
instant déterminé, sont les mêmes que si la figure tournait autour 
d'an certain point avec une vitesse angulaire déterminée. 

Soit M et M' les positions d'un même point de la figure aux 
époques (et t + ^t. On peut amener la figure de sa première 
position à la seconde en la faisant tourner autour d'un certain 
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ngle délei'miné «, et la perpendiculaire à MM' 

en son milieu passe par Ii. Si i( tend 

vers zéro, le point Ii tend, en général, 

vers un point limite I. 

La perpendiculaire en M à la vitesse 
MA du point M passera donc par I. En 
outi'e, soit v, la vitesse moyenne de M. 
On a 

MM' 



arc MM'' M 

Si on désigne lo la limite de — et par v la vitesse du point M, 
on aura en passant à la limite : 

v = w. hî. 



La vitesse du point M est donc la mSnie que si la figure tournait 
autour du point I avec la vitesse de rotatioQ u indépendante do 
point M. 

Le point î est appelé centre iuslaiilané de rolaliou relatif à 
l'instant t. 

Il résulte de ce qui précède, que les normales aux trajectoires 
des différents points de la figure mobile menées pour chaque 
position de la figure concourent au centre instantané. De cette 
remarque, on déduit un procédé très simple pour le tracé des 
tangentes à certaines com'bes. 

Théorbjie III. — Si on considère l'enveloppe d'une ligne 
tracée dans le plan de la ligure mobile, la normale commune à 
l'enveloppe et à l'enveloppée menée en chaque point où ces deux 
courbes se louchent passe à chaque instant par le centre instan- 
tané, correspondant. 

En effet, le point de contact M, quand !e temps varie, se 
déplace sur la courbe mobile G; cello-ci peut doue être considérée 
comme la trajectoire relative du point M, l'enveloppe E étant la 
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Imjectoiro absolue. La vitesse absolue et la -vitesse relative du 
poiot M se trouvent dès lors portées à chaque instant sur la 
tangente commune en M aux deux courbes ; il en est, par suite, 
de même de la vitesse d'entrainement du point M ; or, la normale 
en M à la vitesse d'entrainement va passer par le centre instan- 
.ané I et !e thùorème est établi. 

La vitesse d'entraînement du point M n'est pas constamment 
nulle, car el!e est égaie à oi ÎM ; D'autre part, si s et s' sont les 
arcs de G et E compris entre le point M et une origine fixe prise 
sur chaque courbe, la vitesse absolue et la vitesse relative, sont : 

ds' ds 



On a donc en c!ioisi:îsanL convenablement les sens posilifs sur 
les deux courbes ; 



La différence s' — s sera variable avec / et ily a, en général, 
glissement de l'enveloppée sur l'enveloppe. 

Théorème IV. — Le mouvement dune figure plane dans son 
plan peut être obtenu on faisant rouler 
sans glissement une courbe de la figure 
sur une courbe fixe. 

Le centre instantané de rotation I, relatif 
à l'époque (, décrit, quant t varie, une 
courbe (Im) dans le plan de ia figure 
mobile ; il décrit aussi une courbe (If) dans 
le plan fixe. On peut regarder (I„) comme 
sa trajectoire relative, {If) étant alors sa 
! 'f ! trajectoire absolue. La vitesse d'entraîne- 

ment du point I est nulle à chaque instant. 
Donc, la vitesse relative et la vitesse absolue du point I sont 
représentées par un inôrae vecteur IA, Il en résulte d'abord que 
les deux courbes (!,„) et {];) sont tangentes au point 1 ; en outre, si s 
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el s' sont les ares compris sur ces courbes entre la point I et des 
origines fixes. On aura : 



Le point de contact décrit sur les deux courbes des arcs égaux, 
D'est-à-dire que (I™) roule sur (I^) sons glissement. 

Les deux courbes (I„) et (If) sont appelées les roulantes. 

La courbe (!«,) est d'ailleurs la seule courbo du plan mobile qui 
roule sur son enveloppe, car, d'après l'égalité obtenue plus haut : 
ds' ds 
~M~~ dï" 

doit avoir à chaque instant u IM = 0, e'est-à dire IM ^ car w 
n'est pas constamment nul ; le point M de la courbe G se confond 
donc avec le centre instantané I et celui-ci décrit dans le plan 
mobile la courbe G qui est par suite identique à {1,„). 
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CHAPITRE III 

ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DU MOUVEMENT d'uN CORPS SOLIDE. 



i. Avant d'aborder l'étude du mouvement général d'un 
solide, nous Irailerons le cas où un point du corps reste fixe, 
La position d'un solide est déterminée par celle de trois de ses 
points non situés en ligne droite ; si l'un de ces points est fixe, il 
Ëulfit de connaître la position des deux autres. On peut supposer 
ceux-ci équidistanls du point fixe, de telle sorte qu'ils restent 
pendant le mouvement sur une même sphère. Noua sommes ainsi 
ramenés à étudier le mouvement d'une figure sphérique sur sa 
sphère . 

2. Théorème I. — Tout déplacoir.ent d'un corps solide autour 
d' un point iixe peut être produit par une rotation autour d'un 
axe passant par le point iixe. 

Sur une sphère do rayon arbitraire 
ayant pour cenire le point fixe 0, consi- 
dérons deux points AB du solide dans sa 
première position. Soit A'B' les posi- 
tions de ces points quand le solide a la 
deuxième position. L'arc de grand cer- 
cle AB s'est transporté en A'B'. Or, si 
l'on mène des ares de grand cercle per- 
pendiculaires en leurs milieux aux arcs 
de grand cercle AA', BB', ces arcs se 
coupent en nn point P. Les deux triangles spliériques PAB, PA'B' 
ayant leurs trois côtés égaux, chacun à chacun sont égaux. Les 
angles APA', BPB' sont égaux et de même sens. Par suite, si on 
fait tourner le solide autour de OP, d'un angle égal à APA', A 
viendra en A', B en B', et le solide passera de ia première à la 
seconde position. 
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En considérant un déplacement infiniment petit, nous allons 

obtenir le théorème suivant : 

3. Théorème ii. — Ladistrihulion des vilesses dans un solide 

qui se tneul, eu ayant un point fixe, est 

la même à chaque instant que si le 

corps tournait autour d'an axe avec 

uue vitesse angulaire déterminée. 

On peut amener le solide de sa posi- 

'_:::. M lion au temps /, à sa position au temps 

j \^'Jl^._j\ l -h A' en lo faisant tourner d'un angle 

( I r\ ' a autour d'un axe OLj. Si M' est à l'épo- 

A ^^ que ( + AMa position du point du 

solide qui est en M à l'époque i, le plan 

perpendiculaire à MM', en son milieu, 

passera par OL,. Si M tend vers zéro. 

01ji a une position limite OIj, MM' a 

pour direction limite la vitesse M.\ du point M à l'époque t. 

Donc, la vitesse du point M est normale au plan MOL ; en second 

lieu, soit Vi la vitesse moyenne du point M. On a 

tr ^ ,Jî^ 1 C M 
' arc MM'' m' '' 

En passant à la limite et désignant par v la vitesse du point M, 

w la limite de —, et MG la distance de M à OL, on aura : 
M 

V = 0.. CM 

Les vitesses sont donc les mfijnes que si le solide tournait 
autour de OL dans un certain sens avec la vitesss angulaire w. 

i. L'axe OL est dit axe instantané de rotation. Sa découverte 
appartient à d'Alembert (Recherches sur la précession des 
équlnoies, p. 83. Paris 1749). Euler le découvrit aussi peu de 
temps après {Mémoires de l'Académie de Berlin, p. 185 1750). 
Si on considère le lieu de l'axe instantané d'une part dans l'espace 
fixe, de l'autre dans le système mobile, on obtient deux c6nes de 
mfime sommet (Cj-) et {(3™). On voif, comme dans le cas d'une 
ligure plane qu'oa peut se représenter le mouvement du solide en 
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faisant rouler sans glissement le cône mobile sur le cône lixe on 
entendant par ià que toute courbe tracée sur (C„) roule sans 
glisser sur la courbe correspondante de (G^). (Poinsol, Théorie 
nouvelle de la rotation des corps, p. 16, 1852). 

5. — Nous allons maintenant nous occuper du mouvement 
quelconque d'un solide. 

THÉORèMB III. — Tout dépiscement d'un corps solide petit être 
produit par une translation et une rotation. 

Soit, dans deux positions successives S, S' d'un corps solide, 
et 0' les positions d'un même point 0. ïmprimons au solide un 
déplacement égal et parallèle à 00' qui amènera en 0' et S on 
S ; S et S' ayant un point commun 0' une rolation autour d'un 
ceitain axe O'L amènera S en coïncidence avec S'. 

6. — On voit ainsi qu'on peut amener S en S' par une infinité 

1, de déplacements iormés par 

une translation rectilig:ne T 
suivie d'une rotation R. A 
chaque point du solide S cor- 
respond un tel déplacement 
et un seul que nous représen- 
terons par le symbole (TR), 

Il existe au moins un dé- 
placement dans lequel la 
translation est parallèle à 
l'axe de rotation. 

Menons les plans P et F' 
passant respectivement par 
et 0' et perpendiculaires à 
O'L, et soit F une figure 
invariablement liée à S et 
située dans le plan P ; quand 
S vient en S', V vient en F'; 
tout déplacement amenant F 
sui' F' amènera évidemment 
S sur S'. Tout d'abord, F' est 
dans le plan F', car la trans- 
lation 00' amène F dans P' 
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et la rotation autour de O'L laisse F dans P'. Gela posé, impri- 
mons à S' la translation T' normale an plan P, F prendra dans F' 
la position * ; une rotation W d'amplitude effectuée autour d'un 
axe iî' normal à P' amènera * en F'. On obtient ainsi un déplace- 
ment (T'R') dans lequel la translation est bien parallèle à l'axe de 
rotation. 

Si on désigne pari la droite de S, qui coïncide avec II', le 
déplacement (T'R') correspond à tous les points de a. 

Les rotations correspondant à tous les points du corps ont 
leurs axes parnUèles et ont même amplitude et même sens. 

Soit maintenant un point quelconque m de S; cherchons la 
rotation qui lui correspond ; soit p' le plan mené par m perpendi- 
culairement à i et / une ligure liée à S et située dans p. La trans- 
lation T'amène pen^, H en H', m en [* et /dans le plan /j';larotation 
R' laissera /dansp' el, par suite, f position de /"dans S'est dans 
le plan p'. Gela posé, employons maintenant le déplacement mm'; 
il amène H en B, et / eu f^. La rotation qui amènera ft sur f est 
la rotation cherchée. Cotte rotation a son axe m'I normal à p' et, 
par suite, parallèle à i. En outre, elle doit amener Hi eu H'. Les 
deux angles HiHî'H' et idi'm' étant égaux et de même sens, la 
rotation autour de m'I aura donc même sens et même amplitude 
que la rotation R'. 

De ce qui précède, il résulte immédiatement que ; les transla- 
tions font même projection sur la direction de A. On voit de 
plus que si le point m est en dehors de a la translation et l'axe 
de rotation correspondants no sont pas parallèles. Le déplace- 
ment (T'R') est donc le seul pour lequel i! y a parallélisme entre la 
translation et l'axe de rotation, et la droite A est unique dans le 
solide S. On l'appelle <JA'e de rotation el de glissement. 

7. En considérant deux positions infiniment voisines d'un 
solide, nous allons déduire de ce qui précède des théorèmes 
relatifs à la distribution des vitesses dans un solide à un instant 
donné, 

TnÉonÈME IV. — La vitesse d'un point quelconque d'un corps 
solide en mouvement, est à chaque instant la même que si le 
corps avait simultanément une translation de vitesse égale à celle 
d'un point arbitrairement choisi dans le corps et une rotation de 
vitesse angulaire déterminée autour d'un u.ve passant par ce point. 
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M' les deux positions d'un point M du solide aux 
époques ( et t + i(, un point arbi- 
trairement choisi dans le solide, 0' 
sa position à l'époque 1 + M. On peut 
amener Men M'en imprimant au solide 
une translation OO'qui amène M en Mi 
et ensuite une rotation dangiewautour 
d'un certain axe O'L,. Le vecteur 
MM' est la résultante de MM^ et MiM'. 
Il en sera de même pour les quotients 
de ces vecteurs pari/. Faisons tendre 
M vers zéro, O'L, tendra vers OL, 

lo rapport — aura une limite w. 



l'itesse de M, - — — aura pour limite la vitesse 

du'point 0, transporlée en M, et enfin -^ deviendra, d'après 

un raisonnement déjà fait la vitesse du point M dans un mouvement 
de rotation s'efîectuant autour de OL avec la vitesse angulaire m. La 
vitesse du point M sera donc la résultante de la vitesse qu'aurait ce 
point dans une translation du solide de vitesse égale à celle du 
point 0, et de sa vitesse dans une rotation de vitesse angulaire 
ùj autour de OL, 

8. — D'après ce que nous savons sur le déplacement fini d'un 
solide, on voit que la valeur de (o est 
indépendante du point et que la direc- 
tion de OL est invariable. Il en résulte 
aussi que la vitesse d'un point quelcon- 
que M peut s'obtenir en composant une 
rotation d'axe à et de vitessew, avec une 
translation dont la vitesse est parallèle à 
A. L'axe i est dit axe instantané de vola- 
lion et de glissement ou encore axe béli- 
coidal. Tous ses points ont une même 
vitesse dirigée suivant i et plus petite 
que celte de tout autre point du corps. 
D'après Chaslcs, cet axe est mentionné dans un ouvrage d'un 
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géomètre florentin Gîulio Mozzi (1763). 

Soit OR le vecttur qui représente la rotation s'eiïectuant autour 
de i, OG celui qui représente la vitesse de translation parallèle à 
a, on obtiendra la vitesse MVd"un point quelconque M du solide en 
prenant le moment MA de OR par rapport au point M, et le 
composant avec le vecteur MB égal et parallèle à OG, On se fait 
ainsi une idée très simple de l'état des vitesses de tous les points 
du solide àun instant donné. Grâce à ce mode de reprfisentation, 
nous allons pouvoir pousser plus avant l'étude de ces vitesses, 
9. Théorème. — Lo lieu des points dont la vitesse a anedireclion 
donnée est une droite parallèle s Taxe 
inslanlsnc de rotation et de glissement. 
Soit Oo la parallèle à la direction 
donnée menée par un point de l'axe 
instantané XY et G' le point de 03 
qui se projette sur l'estpémité G 
de la vitesse de translation OG. 
Les points cherchés M seront ceux 
dont la vitesse MA, due à la rotation, 
est un vecteur égal, parallèle à GG' 
et de même sens. MA étant perpen- 
diculaire au plan XYM, les points du 
lieu seront dans le plan Q mené par 
XY perpendiculairement au plan de 
XY et de oS ; en outre, si r est leur 
distance à XY, on aura rui = GG' 
et, par suite, cetfe distance est constante ; si on tient compte que 
la composante MA doit aussi avoir le sens GG', on voit que les 
points cherchés sont sur une seule parallèle D à XY. 

Corollaire. — Il ya dans tout plan lié au solide un point et un 
seul dont la viless'î soit normale au plan. 

Les points dont la vitesse est parallèle à la normale au 2>laa 
P sont situés sur une droite D qui, par son intersection avec P, 
donne le point unique F de P dont la vitesse soit normale à ce 
plan. Nous supposons, bien entendu, le plan P non parallèle à 
XY. Si P était parallèle à l'axe instantané, ia droite D serait 
rejetée à l'infini et le point F irait à Tinflni, 
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Lo point F s'appelLe le foyer ou encore le pôh du plan P ; le 
plan P se nomme le plan focal oii le plan polaire du point F. A 
tout point du solide correspond un seul plan polaire qui est ie 
plan mené par ce point perpendiculairement à sa vitesse. En 
particulier le plan polaire d'un point de !'a.\e instantané est 
normal à cet axe. 

10. TiiÉOHÈJiE. — Siiine droite estmrmale à la vitesse d'un de 
ses poiiils elle est normale aux vites- 
ses de tous les autres. 
Poit une droite a normale à la vitesse 
OV d'un de ses points et M un point 
quelconque de cette droite. 

La vitesse du point M s'obtient en 
composant le vecteur MA égal et pa- 
railôle à OV avec la vitesse MB qu'au- 
rait le point M dans une rotation d'axe 
OL. Les deux vecleurs MA et MB 
étant normaux à i, la vitesse de M 
sera aussi normale à A, 

En vue d'abréviation, nous dési- 
gnerons souvent, dans la suite, sous 
le nom de droites i les droites du 
solide qui sont normales aux vitesses de tous leurs points. Le 
théorème suivant est évident .■ 

Pour tout point du solide, il passe une infinilé de droites nor- 
males aux vitesses de tous leurs poinis ; elles sont situées dans 
le plan polaire du point. 

Nous allons établir son corrélatif : Dans tout plan du solide, il 
Y a une infinité de droites normales 
aux vitesses de leurs points ; elles 
\ passent par le pôle du plan. Soit le 

\ plan P de foyer F ; lavitesse FVde 

/ 7^ 7 ^' étant, normale à P toutes les 

/ ^ / / droites de P passant par F seront 

P des droites i ; il n'y en a pas d'au- 

tres; soit, en effet, D une droite ne 
passant lias par F; elle ne peut ôlre normale aux vitesses de tous ses 




y Google 



LIV, m, ClIAP. îir. — ÉTUDK Dli MÛDVEJIEST D US CORTS SOUDE. oi) 

points ; sans cela. M étant un point quelconque pi'is sur D sa 
vitesse normale à la fois à FM et à D le serait au plan P. Celui- 
ci aurait alors une infinité de foyers, ce qui est impossible. 

Théorème, — Les plans polaires des points d'un plan passent 
par le pôle de ce plan. 

Soit un pian P de pôle F, et F' un point quelconque de P;la 
droite FF' située dans P et passant par son foyer F sera une 
droite i ; elle est, par suite, contenue dans le plan polaire P' du 
point F' et P' passe bien par F. 

On peut donner à ce théorème cet autre tnoacô : Les plans 
normaux aux trajectoires de tous les points d'un plan posseiH 
par un même point du plan . 

Théorème gorhélatif. — Les pôles des plans passant par un 
point sont situés dans le plan polaire de ce point. 

Soit un point F de plan polaire P et F' un plan quelconque 
passant par F. Désignons par F' le foyer de P'.La trace de P' sur 
P est une droite A puisqu'elle est dans P et passe par F ; étant 
dans P' elle passera par F' et, par suite, F' est bien dans P. 

11. — Le théorème précédent et son corrélatif sont identiques 
aux théorèmes relatifs aux pôles et plans polairesdes quadriques. 
De même que dans ta théorie des quadriques, nous allons, en 
nous servant de ces théorèmes, arriver à la notion de droites 
conjuguées. 

Théoriîme. — Les plans polaires des points d'une droite B 
passent par une droite D' qui est aussi le lieu des pôles des plans 
passant par D. 

Désignons par P, et P, deux plans arbitraires déterminés pas- 
sant par D ayant pour pôles Fi etFj, Soit F un point quelconque 
de la droite D ; F étant à la fois dans Pi et P^ son plan polaire P 
passera par F[ et Fj. Ainsi, les plans polaires de tous les points 
de D passent par la droite D' qui joint F, et F,. On voit, de plus, 
que D' contiendra les foyers de tous les plans passant par D, ce 
qui montre (jue D correspond à D' comme D' à D. 

Les deux droites D et D', entre lesquelles il y a réciprocité, 
sont dites droites conjuguées. 

En revenant au langage de la cinématique, lo théorème précé- 
dent peut s'énoncer en partie sous la forme suivante : 



y Google 



60 TllAITÉ DE CINÉIHTIQUE THÉORIQUE, 

Les plans normaux aux vitesses de tous les poinlA d'une 
droite passent par une même droite. . 

Remarque. — Si D et D' sont conjuguées, le plan polaire d'un 
point F de D sera le plan PD' et le pûle d'un plan P, passant par 
D, sara le paint oii D' rencontre P. Il suit de là que si D et D' 
sont distinctes, elles ne se coupent pas ; sons cela, en eiïet, tous 
les points de D, par exemple, auraient même plan poîaire le plan 
DU' et ce plan, admettrait une infinité de pôles. 

Nous nous bornerons à énoncer les deux théorèmes suivants 
faciles à établir : 

1° Toute droite normale aux vites.^es de ses points est sa propre 
conjuguée et réciproquement; 

2" Toute droite portant la vitesse d'un point du solide estperpen- 
dicuîaire à sa conjuguée et réciproquement si une droite est per- 
pendioukireà sa conjuguée, elle porte la vitesse d'un seul point 
du solide. 

12. Théorème. — Toute droite rencontrant deux droites con- 
juguées est normale aux vitesses de ses points et réciproque- 
ment toute droite normale aux vitesses de ses points rencon- 
trant une droite donnée rencontre la conjuguée. 

Soit une droite rencontrant en F et F' deux droites conjuguées 
D etD'. Le plan F a pour plan polaire FD' ; FF' étant dans co 
plan et passant par son pôle F est donc une droite a. 

Réciproquement soit une droite A rencontrant D en F ; elle est 
dans le plan polaire de F, c'est-à-dire dans le plan FD' et, par 
suite, rencontre I)' 

Corollaire. — Deux couples quelconques de droites conju- 
guées sont des génératrices de mémo sj-stème d'une quadrique 
réglée. 

Soit, en effet, DD'et D.D', les deux couples; d'après le 
théorème précédent et sa réeiproqiie, toutes les droites s'ap- 
puyant sur D, D', D, rencontreront D', 

13. Théorème. — Deux droites coiy'uguéus et l'axe instantané 
sont trois générairices de même système dune paraboloïde 
hyperbolique ayant son plan directeur normal à l'axe. 

11 suflit d'établir que tout plan P, normal à l'axe instantané XY 
en un point F coupe deux droites conjuguées D, D' en deux 
points M et M' tels que la droite MM' passe par le point ¥. Or, 
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celte droite MM', s'appuyant sur doux droites conjuguées, est 
une droite A; elle passe donc par le foyer de P, c'est-à-dire par 
F. 11 résulte de là que les trois droites XY, D, D' sont parallèles 
à un même plan ; donc, quand FM deviendra perpendiculaire à 
D, étant perpendiculaire à D et XY, elle le sera à D', Ainsi : 

La perpendiculaire commune à deux droites conjuguées ren- 
contre normalement Taxe instantané. 

Partant de là, Chasles a indiqué le moyen de construire l'axe 
instantané connaissant à l'instant considéré les vitesses de Irois 
points du corps. Soit a, k, c les trois points, les plans menés en a 
et h perpendiculairement aux vitesses de ces points se couperont 
suivant une droite y conjup:uée de a b. On mènera la perpendicu- 
laire commune y' à y et ab. De même, on déterminera la droite 
analogue p' relative, par exemple, aux deux points û et e. La 
perpendiculaire commune à y' et p' sera l'axe instantané. 

li. Brlatiou entre les distances de deux droites 

conjuguées à l'ax:e instantané et leurs angles 

avec cet axe. — Soit AA' la perpen- 

>: diculaire commune aux deux droites 

; / ,. conjuguées D,D', laquelle rencontre 

I / \ /„, en l'axe instantané XY, Désignons 

W if'/ par r la distance O.A de la droite D et 

[/ iy de l'axe, par œ leur angle aigu ; soit r' 

i ' — ^-rr- et ç' les quantités analogues pour D'. 

Le plan polaire du point A est AD', il 
fait avec l'axe l'angle tp'; mais il est 
normal à la vitesse A A' du point A ; o' 
est donc complémentaire de l'angle a 
que fait celte vitesse avec l'axe. Or, 
on désignant par 10 la rotation, par 3 la vitesse de translation, on a 



1(1 OL = —^ d'où Im' — — ■ 



On a de même 

'.■; ? = 
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et par suite 

U/j ^ iff y' 
r r' 

15. La earaeléristique d'une surface liée su corps solide est le 
lieu des points de la sur face dont la vitesse d'entraînement est 
tangente à la surface. 

Soit S, l'enveloppe d'une surface S liée au solide, et a ia 
caractéristique de 2, c'est-à-dire la courbe suivant, laquelle les 
surfaces 2 et S, se raccordent à un instant donné. l'renons un 
point M sur ta courbe c et traçons sur S une courbe f passant 
par M et différente de la caractéristique. Le point commun à 7 et 
à la caractéristique, a pour trajectoire relative y quand le temps 
varie; il a pour trajectoire absolue une courbe 71 de 2, passant 
par M. Quand ce point est en M, sa ■vitesse absolue et sa vitesse 
relative sont dans le plan tangent à S en M, Donc, la vitesse 
d'entraînement du point M sera tangente à S et la courbe c est le 
lien (les points de cette surface dont la vitesse résultant du mou- 
vement du solide touche S, 

La normale en M à S sera visiblement une droite perpendicu- 
laire aux vitesses de tous ses points . 

Considérons en particulier un pian P de pôle F; soit M un 
point de sa caractéristique ; la vitesse de M étant située dans le 
plan P, le plan polaire du point M sera normal au point P et, par 
suite, passera par la vitesse P V du point F. Donc : 

La caractéristique d'un plan est la droite conjuguée de la nor- 
male, au plan menée par son foyer . 

^ 16. Considérons maintenant le mouvement 

continu d'un solide S et cherchons à généra- 
liser la uotion des roulantes et des cônes rou- 
lants. 

Soit A l'axe instantané de rotation et de glis- 
sement relatif à l'instant t. I! engendre dans 
l'espace fixe une surface réglée que nous dési- 
gnerons par (A/) et dans le solide une deuxième 
surface réglée ('i„) , 
Nous allons démontrer que ; Les surfaces {A^ et (if] se rac- 
cordent à chaque instant le long de Taxe instantané a. 
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En effet, soit M un point quelconque de i'ase instantané à 
relatif à l'époque t et MR une courbe arbitraire tracée sur (A,„). 
Le point commun à MR et à l'axe instantané a pour trajectoire 
relative M R et pour trajectoire absolue une certaine courbe M A 
tracée sur (if). Soit Va et V^ les ■vitesses absolues et relatives 
fie ce point à l'instant (, Le pian tangent en M à (i^) est le plan 
aV„ , et te plan tangent, à [àjj est aV, Ces deux plans coïnci- 
dent, car la vitesse d'entraînement du point M est dirigée suivant 
A et, de plus, les trois vitesses sont dans un même plan. (i„) et 
[^f) ont donc même plan tangent en tous les points deA. 

On dit de In suriace (a„) qu'elle rire sur (a^). 

Cherchons à quelles conditions une courbe G', tracée sur(A,„), 
aura une enveloppe G tracée sur (Af). Le point de contact M de 
ces courbes à l'instant ( étant commun aux deux surfaces viran- 
tes est sur A et on peut regarder C et G comme les trajectoires 
relative et absolue de ce point. Les vitesses absolue et relative 
de M ont même direction, celle de la tangente commune aux 
deux courbes, ce qui exige que la vitesse d'entraînement du 
point M soit nulle ou dirigée suivant cette tangente. 

1" Si la vitesse d'entroinemeut du point M n'est pas constam- 
ment nulle, cette vitesse, et par suite i est tangente aux deux 
courbes. Par suite ; Les surlaces virantes sont des surfaces 
déreloppables ayant ponv arêtes de rebronssement C et C On 
voit, en outre, que C est la seule courbe de (A») qui en\'Bloppe 
une courbe située sur (A/-). D'ailleurs, il y aura glissement 'de G' 
sur son enveloppe C, car si s et s' sont les arcs de ces courbes 
compris entre le point M et des origines fixes la différence 

~, n'est pas constamment nulle, 

dt dl ^ 

2° Si la vitesse d'entraînement du point M est constamment 
nulle, il en est de même pour tous les points de i et, à chaque 
instant, le mouvement se réduit à une rotation. Soit alors une 
courbe quelconque f ' tracée sur (a„). Son point d'intersection pi 
avec A décrit sur (a^) une certaine courbe •(. La vitesse d'entraî- 
nement du point [1 étant nulle, ses vitesses absolue et relative 
sont égales ; il en résulte d'abord que y' enveloppe t et ensuite 

que 7 roule sur v sans glissement puisque ---=—-, n cl c étant 
^ ' I o dt dt 
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des arcs de ces deux courbea compris entre des origines fixes et 
le point 1*. Donc ; Si, à chaque instant, le mouvement du solide 
se réduit à une rotation, une courbe quelconque de (i™) roule 
sans glisser sur une cevlaine courbe de {\f). 

Nous venons, par ce qui précède, d'indiquer un moyen de 
faire correspondre à toute courbe y' de (a„) une courbe f de ic 
de telle manière que deux ares correspondants aient même 
longueur. En d'autres termes : les surfaces virantes sont 
applicables l'une sur l'autre quand, à chaque instant, le mouvement 
se réduit à une rotation. 
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- COMPOSITION DES AR 



CHAPITRE IV 



COMPOSITION DES ACCÉLÉRATIONS. 



1. Considérons un point M en mouvenienl dans un solide S, 
celui-ci se déplaçant à 
son tour dans un système 
fixe. Nous nous propo- 
sons de trouver l'accélé- 
ration absolue du point 
M. Soit f et y' les positions 
de la trajectoire relative 
aux instants / et i -l- M. 
Le point mobile est en M et 
M' aux instants ietl+M; 
enfin, soit M^ la position à 
l'instant i -f- ii du point f» 
de S qui coïncide avec M 
ài'6poq;ue l. 
On peut amener le solide 
à sa deuxième position, par une translation MM, qui transporte i 
en Yi suivie d'uno rotation (R) d'angle 6 autour d'un axe M, L, 
qui amène y, en •;' et le point Nj de fi en M'. 

Désignant par Vn V,, Vo les vitesses relatives, d'entraînement et 

absolue du point M, prenons sur la tangente en M à f MB = V^ ii 

et sur la tangente en M à la trajectoire du point [t MA = V, Ai, 

La résultante MO de ces deux vecteurs sera tangente à la 

trajectoire absolue et égale à Va i/. 

La déviation absolue dans l'intervalle U est donc G M' ; nous 

aurons l'accélération absolue en cherchant la limite de 2 ■ ■. 




Or,M, î-i,étantn 
vecleur CM" est 1 



mé égal à MB, parallèle et de même sens, le 
résultante de GB„B,N,, et Ni M'. Par suite, 
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« CM' ,, , „ , ^ flCB, „ B,N. N,M' 

2 est la résultante des vecteurs 2 -— - , z -—r-, ^ —^r • 

Ai^ M' Ai' A(' 

AM 
Le premier a même limite que 2 -— ^ c'est-à-dire l'accciéra- 

tion du point (i ou accéléralion d'entraînement ; A Mi est, en effet, 
la déviation dans le mouvement d'entraînement. 

Le deuxième a pour limite l'accélération relative, car Bi Ni est 
la déviation relative. 

, , . , N,M' 

Cherchons, mamtenant, la limite du vecteur -—7-. 

sorte que Pi est l'extrémité de la 
vitesse relative moyenne; la rotation (R) amène Pi en P', et l'on a 



p,p.=K 



-J-- et- 

limite, même grandeur, direction 
et sens. 

Quand i( tend vers zéro, M.Li 
devient l'axe instantané ML issu 
du point M; Pi a pour limite 
l'extrémité P de la vitesse relative; 

diculaire au plan MLP 

au point P et du côté vers lequel s'effectue la rotation; il nous 

P.P' 
reste à obtenir la limite de la longueur de ~— -. On a 




P.P' = 2(/, sin- 
rfi désignant la distance du point P, à l'axe MjL^ 
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ML et w la vitesse angulaire à l'instant t . 

La troisième composante do l'accélération absolue sera donc le 
double de la vitesse du point P dans îa rotation de vitesse w au 
tour de ML ou encore le double du moment par rapport au point 
P du vecteur issu de M et représentant la rotation instantanée. 

Donc : L'accélération absolue est la somme géométrique de 
ï accélération relative, de T accélération d'entraînement, et d'un 
tromème reclear qui est le double du moment de la rotation 
instantanée issue du point considéré par rapport à T extrémité de 
la vitesse relative. 

2. Cette accélération complémentaire a été appelée par 
Goriolis, accélération centrifuge composée et est désignée sou- 
vent par le nom même de Goriolis. 

L'accélération de Goriolis est nuUe. 

1» Pour (r> = 0. Le mouvement d'entraînement se réduit à 
l'instant t à une translation. 

2° Pour Vr = 0. A l'instant considéré, le point est au repos par 
rapport au solide entraîné. 

3" pour P situé sur M L ; la vitesse relative est alors parallôlo 
à l'axe instantané du mouvement d'entraînement. 
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LIVRE IV 

STUDE analytique du mouvement D'UN SOUDE. 

CHAPITRE PREMIER 

ÉTUDE ANALYTIQUE DU MOUVEMEMENT d'uNE FIGURE PLANE 
DANS SON PLAN. 



1. Centre instantané. — Soil M un point quelconque du 
[ilan mobile {x,y) ses coordonnées rectangulaires absolues, (X,Y) 
ses coordonnées rectangulaires relatives, (a,Jj) les coordonnées 
absolues de l'orig^ine des axes mobiles, a l'angle de l'axo des x 
avec l'axe des X. 

Ona : 

i X = a + X cos a — Y sin « 
(^) }y=Jj + X sio a + Y cos a 



d'oij on tire en posant w — - 



(2) 






Le point I, dont les coordonnées absolues (^171), satisfont aux 
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•> (/i - ^) - 
a {Xt — S) = 



sera donc immobile à rinstant t. En introduisant {wi,yi) les équa- 
tions (2) s'écrivent : 



-7.) 



Sous celte forme, on voit que. La vitesse de tout point M da 
plan mobile est la même que si ce plan tournait autour du point I 
avec la vitesse angulaire w. Nous retrouvons ainsi le centre ins- 
tantané de rotation relatif à l'instant t. 

Les coordonnées absolues du centre instantané sont ; 



:t ses coordonnées relatives 



sm n = — - 



On voit que (çr,) sont les projections sur les axes mobiles OX, 
OY de la vitesse de l'origine de ces axes. 

On obtient la courbe (!„) en éliminant le paramètre t entre les 
équations (5) et la courbe (I;-) en éliminant ce paramètre entre les 
équations (4), 
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2. Aeeélération. d'un, point dn plan mobile. — 

Des formules (2'), on dédait par diiférentiatioii et en remplaçant 

dx,dy 

dt dt ^ 



- par leurs expressions (2') 



<Px 



dm j 



I dy (/v, \ 



-s('-^') 



à'f^ 



I dx Jx; \ 
[dl dlj 



= :77^-^i -"' U"- 



Portons au centre instantané l'origine des coordonnées et pre- 
nons pour axe des x la tangente commune aux roulantes dans le 
sens du mouvement du point de contact, l'axe des y étant la 
normale commune à ces courbes faisant avec fx un angle 

- dans le sens positif de rotation. En désignant par V la vitesse 

avec laquelle le centre instantané se déplace sur les deux cour- 
bes, on aura : 



x^ ^ y, = 



dx^ _ 



i formules deviennent : 



1 dl^ ~ 

f <^y _ 



En particulier on a pour le centre instantané : 
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3i Ceniro tics aeeélérations. — D'après lesforimiles (6), 
le point commun aux deux droites : 



une accélération iiullo. On obtiendra ce point C en prenant sui" 
Il et I,j les deux points S etJtels 
que 



y 



IS -: — , IJ = 



et projetant lo centre instantané I sur la droite J S. 

Si on transporte les axes de coordonnées en ce point, il vient ; 



1 ^_ d 

\7/F ^7. 



Ce qui montre que ; Au point de vue des accélérations, iout se 
passe comme si le plan mobile tournait autour du point d'accélé- 
ration nulle arec la vitesse angulaire variable m. Le point C est 
dit centre des accélérations . 

Si <o est constant, le centre des accélérations est le point J. Le 
. point J est appelé centre géométrique des accélérations. 

En voici la raison : quand on ne considère le raouvementqu'au 
point de vue géométrique, en faisant abstraction de la loi du 
femps, on peut choisir la loi la plus simple, c'est-à-dire supposer 
01 constant. 

I J étant égal à - 
temps ; mais le point G en dépend. L'angle IGJ étant droit, on 
voit que : Quand la loi du temps varie, le centre des accéléra- 
tions décrit le cercle ayant I J pour diamètre . 

Kous verrons plus loin une autre signification de ce cercle. 
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4. Coni]i osante normale de l'aeeéléra-tâon. — 

Suit (r,fl) les coordonnées polaires d'un point quelconque M du 
plan mobile, I étant le pôle et Ix l'axe polaire. La composante 
normale de racoélération du point M a pour expression 



'r — wV sin 6 
ai' ai'- 

d'après les formules (6). 

L'aeoéicraiion normale est nulle si on a 
w;' + V sin e — 

ou lo [x^ + f) + Vj = 

Celte équation représente le cercle de diamètre IJ. Maisd'autre 
part R étant le rayon de courbure en M de la trajectoire de ce 

point, l'accélération normale a pour expression : — = — - ; 

si cette accélération est nulle R est infini et le point M est 
d'inflexion pour sa trajectoire . 

Ainsi : Le lieu des points du pian moLile qui soni à l'instant 
considéré des points d'inflexion de leur trajectoire est le cercle 
décrit sur I J comme diamètre- Ce cercle est appelé cercle des 
i a flexions. 

Les calculs précédents supposent essentiellement r ^ G. On 
se rend compte facilement que ie point du plan mobile qui, à 
l'instant (, coïncide avec le centre instantané, bien que situé sur 
!es cercles des inflexions, n'est pas pour sa trajectoire un point 
d'inflexion. C'est un point lie rebrousscment où la tangente est 

5. Composante tangpenti elle de l'aecélération. — 

En appliquant les formules (6) on voit que Tacoélération du 
point M a pour projection sur la tangente à la trajectoire du 
point M. 

d-:e , , d-v , , . dw ,, 
— . cos (8 -I- f ) + -r'ï sm (O + :) = r wV cos 
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Cette composante est nulle si 



,.)__„V. = 



Le Jiou des points du plan mobile dont Taceôléfalion tangen- 
tielle est nulle à l'instant t est 
donc Je cercle de diamètre I S. 

Nous avons implicitement sup- 
posé r 4= 0. Le poiut de la figure 
~y' S ^ qui coïncide avec I à l'instant ta. 

c son accélération dirigée suivant 

I^et mesurée pai- — uV. Sa 
Irajecloire a un rebrousseinent 
en I oij la tangente est ïy. 
Pour ce point particulier, c'est l'accélération normale et non 
l'accélération tangenlielle qui est nulle. 

Remarquons que le cercle précédent et le cercle des inflexions 
ont pour points communs le centre instantané et le centre des 
accélérations. 



6, Formule de Savarj". — Soit un point M du plan mobile 

de coordonnées polaires (r,6) I étant 

pôle et Jx axe polaire ; le centre de 

courbure jj^deia trajectoire du point 

M est sur IM ; désignons par(p,e) ses 

coordonnées polaires. I! existe entre 

" "^ i", e,6 «ne relation remarquable que 

nous allons établir. 

La projection de l'accélération du point M sur la normale IM, 

e sens de I en M étant le sens positif a pour mesure. 

— oi'j' — ioV sin a 



comme nous l'avons vu au 



y Google 



UV. IV, CHÂP. I. — ÉTUDE UL' MOUVEMENT d'une FiGUHE PLANE, 73 

D'autre part, R désignant la mesure algébrique du rayon de cour- 
bure M]*, l'accélération normale a aussi pour expression -^5-- 
On a donc : 

— — = — ui^i' — (iiV sin 6 

ou en remplaçant R par f — i' 



e r V sin e 

Cette formule célèbrO) due à Euler, est connue sous !e nom de 
formule de Sarar/. 

Le rapport - qui figure dans cette lormule s'exprime sim- 
plement à l'aide des rayons de courbure des roulantes. 

Considérons I comme ayant (I„) et (If) pour trajectoires relative 
et absolue, appliquons à ce point la règlo de composition des 
accélérations et projetons sur ly. 

Soit R^ et R,„ les coordonnées des centres de courbure des 
roulantes au point I, de telle sorte que R^ et R™ sont des rayons 
de courbure affectés d'un signe. 

La projection de l'accélération absolue du point I sur 1/ est 

T. 

"'■ 

Celle de l'accélération relative est de même — 

L'accélération d'entraînement du point lest dirigée suivant I7 
et a pour mesure — w V. 

Enfin, l'accélération de Goriolis est le double delà vitesse du 
point V dans la rotation instantanée autour du point I; elle est 
parallèle à I/et a pour mesure iiVw. 

On a donc : 
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d'où on tire 



CINEMATIÛUE THEORIQUE. 



7. Centre de coupbiipc il'nnc enveloppe, — Soient 
position d'une courbe du plan mobile au teiiips i, M un point 



elle 




centres de courbure respectifs 
de e et de E. Considérons un 
point A infiniment voisin Je 
C pris sur la normale MG 
il passe par A une deuxième 
normale AN infiniment voi- 
sine do AM ; à une certaine 
époque i-}-A( l'enveloppée 
est en e', de manière que le 
point de contact M' soit la 
position de N à cette époque 
t + M. 
Désignons par a lo centre do courbure en A de la trajectoire 
du point A ; soit enfin e le point de rencontre des deux normales 
M s et Wnea A el A' à la trajectoire du point A. 

Si CA tend vers zéro, il en est de même de MM' et par 
suite, de e'v ; en outre, l'angle M e M' tendant vers zéro e<x tend 
aussi vers zéro. Donc, 7a, qui est, selon les cas, la somme ou la 
diflerence de ey et sa, tend vers zéro en même temps que CA, 
En d'autres termes ; 

Le centre de coarhare de la trajectoire d'un point A, infini- 
ment voisin de C, sur la nortnah en M, est inBnimenl voisin du 
centre de courbure f de l'enveloppe E. 

Si on fait venir le point A au point G, on voit que le centre de 
courbure de la trajectoire du point C estf, centre de courbure 
de l'enveloppe E. D'où cet important lliéorème : 

Le centre de courbure de Tenveioppe d'une courbe du plan 
mobile est le même que celui de la trajectoire du centre de cour- 
bure de l'enveloppée. 

On ramène ainsi à la recherche du centre de courbure d'une 
trajectoire, celle du centre de courbure d'une enveloppe. 
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8. Cercle des rebrousscMicnls. — Cherchons d'après 
cela le centre de courbure \i. de l'enveloppe d'une droite D du 
plan mobile. 11 est situé sur la perpendiculaire IH à D. Le centre 
de courbure de D étant à l'infini sur IH, il faut faire dans la for- 
mule de Savary r = œ . D'où 




ou encore {xy) étant les ooordon- 
n6es rectangulaires de \i. 



x^ + y^ 



Le point fi. est donc sur le cercle de diamètre IK, K étant par 
rapport à I le symétrique du centre géométrique J des accéléra- 
tions. Par suite : 

Le lieu des centres de courbure des enveloppes de droites 
relatif à un instant t est le cercle symétrique du cercle des 
inflexions par rapport à la tangente aux roulantes. 

Ce nouveau cercle a été appelé cercle des rcbroussoments. 
En voici la raison: en tout point de rebroussement de première 
espèce le centre de courbure est conlondu avec ce point et réci- 
proquement. La droite D, qui touche en H son enveloppe sera 
tangente de rebroussement en II si \i. coïncide avec II. On voit 
ainsi que le cercle précédent est le lieu des points de rebrousse- 
ment des enveloppes de droites qui correspondent à l'instant 
considéré. En outre, les tang:entes de rebroussement passent 
toutes par le point K. 

9. Remarque. — Il y a donc à un instant donné une inflnité de 
points situés sur un cercle qui sont d'inflfexion pour leurs trajec- 
toires, et une infinité de droites passant par un point qui sont de 
rebroussement pour leurs enveloppes. 

Mais il n'y a, en général, qu'un seul point qui soit do rebrous- 
sement pour sa trajectoire ; c'est celui qui, à l'insiant considéré, 
coïncide avet; le centre instantané. Pour qu'il y ait plusieurs 
points do cette nature, il faut que u = 0; à cet instant, toutes les 
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vitesses sont nulles, et tous les points du plan sont de rebrousse- 
sement pour leurs trajectoires. 



11™ 

La relation =: r' "^ v "'°'^'^*' qu'alors R^ 

lantes ont un contact du second ordre. 



: R/' et les rou- 



10. Consiruotion du ecntfre de eonrhiire de la 
trttjcetoire d'un point. — Soit M un point quelconque du plan 
mobile, [j. ie centre de courbure correspondant de sa trajectoire. 
Euler a démontré que les 
droites M0„, h- Of, 0„ et 0/ 
désignant les centres de 
courbure respectifs des rou- 
lantes (I„) et (If), se coupent 
sur la perpendiculairo on I à 
IM {Nou7. comm. de Sahit- 
Pétershoarg, 1766, t. XI, 
p. 209). 

En effet, prenons de nouveaux axes de coordonnées rectan- 
gulaires, \x' y' l'axe des x' étant dirigé suivant IM. 
Les droites M0,„ et [j. 0/ ont pour équations : 




A et //étant les ordonnées des points oii elles rencontrent 
première droite passant par le point ;0,^ de coordonnées 
i9. Bm cosS"), on a : 



I/-La, , 

(R„ sinO, Bm cosS), on a 






sin 9 cos 9 
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On en déduit : 



R™ 



et en tenant compte rie la foritiulo Savary h' = h. 

Les deux droites M0„, «. Of coupent donc I7' au même point H. 
Par suite, M étant donné pour déterminer ^, on tire la droite 
MOm qui coupe en H la perpendiculaire à IM. 

La droite 110/- donne ensuite le point [i par son intersection 
avec IM. 
11. La construction que nous venons d'indiquer tombe en 
défaut si le point M se trouve 
sur la normale ly aux rou- 
lantes. 

Prenons alors 10',- = lOf. 
10'™. = 10^ 

Les dvoiles 'MO'fet^j.O'm 
se coupent sur la bisseck'ice 
do l'angle x I y. 

Effectivement MO/ et (j. 0'„ ont pour équations : 





Or^ 






H 


\ 


/ 




t 


2 




-,__^ 


_ _ 




Or 


a: 



a 



+i-l=0 



Le point commua A ti ces deux droiles vérifie donc : 
Il 1\ 



Mais 



»(ff,-c)-^(7.-;) = » 
11 . /i i\ 
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et comme dans le oas actuel 6 — ~, la relation entre a; et /devient : 



X = /et le point A est bien sur la bissectrice de x\y. 

On en déduit sans peine une construction qui donnera ji 



12. Cercle «le roMleiiieni. — Le centre de courbure de 

la trajectoire du point M dépend 

uniquement de I, de la tangente 

« 1 1 
Jx aux roulantes et de — = jr — — 

On pourra donc, pour construire 
les centres de courbure, substituer 
aux deux roulantes deux autres 
roulantes simplement assujetties 
à ôtre tangentes en I à la; et 
avoir des rayons de courbure 

1 1 

vérifiant -y — -r—- 




RV 



R'™ 



El particulier, on peut faire jouera l'axe Ix le rôle de roulante 
fixe, et prendre pour roulante mobile un cercle. 



On aura alors R7 - 



I ot par suite R'„ = — ~. Le cercle 



sera donc le cercle ayant pour centre le point J et tangent à Ix. Il a 
été nommé par Abel Transon cercle de rouîtment {Méthode géo- 
mélrique po/ic les rayons de courbure, journal de mathémati- 
ques, t. X. p. 154, 1845). Dans ce cas, Of est à l'inflni sur 1/ et 
0„ est en J. En menant JM et prenant son point de rencontre II 
avec la perpendiculaire à IM, i! suffira de mener par H une 
parallèle à 1/ pour obtenir le centre de courbure f^. 

On aurait une deuxième construction analogue à la précédente 
en prenant \x pour roulante mobile, la roulante fixe serait alors 
le cercle de centre K. 
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iS. Coopilonnée» du centra de courbure de la 
trajectoire d'un poini. — Exprimons les coordonnées 
(a p) du point H- en ronclion dos coordonnées (a:/) du point M. 

On a: 



et en posanf pour abréger K = — 

1 __I _ 1 
p r ~ K sin 6 
On en tire 

P K sin 9 _ K/ 

r i'+Ksin9 o:^ + /*-!- 

D'où les formules : 



Ka-/ 






^K/ 



Inversement, x et /s'expriment à l'aide de « et p par des for- 
mules analogues; il suffit, dans les formules (1), de changera; et 
/ en a et p et K en — K ; on obtient : 



-Kap 



(2) 



~w 



-Kp 



On voit que la transformation poneluelle de M en \i est biration- 
nclle. Les formules (1) ou (2) montrent que quand l'un des 
points M ou î* décrit une droite, l'autre point décrit une conique. 
En particulier, si M décrit la droite de l'infini, |j, décrit le cercle 
des rebroussements ; si |a décrit la droite de l'infini, M décrit le 
cercle des inflexions. 

6 
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14. Nous allons applifjuer les formules précédentes k In 
démonstration d'un thfSorème utile dans certains cas pour la 
construction du point J . 

Le point J est sur l'axe radical du cercle de diamètre M [x et âa 
cercle de centre M passant par I. 

!En désignant par X, Y les coordonnées courantes, ces deux 
cercles ont pour équations : 

X^ + Y^ _ (tt + a:) X — (p -H 7) Y + n.x -^ <^y = 
Xs + Y* — 2:c X — 2/ Y -- 

L'équation de l'axe radical 

[x — a) X -H (/ — fl) Y + ax -^ ;î7 = 

est vérifiée par les coordonnées {0, — K) du point J. 

On est ramené en effet à 

.it + P7 = K (7 - B 

qui résulte des iormules (1). 

En particulier, on voit que si un point de la figure décrit une 
droite, le point J est sur cette droite. 

15, monvcmen* inverse. — Soît un plan P' mobile sur 
le plan P; nous pouvons représenter ce mouvement de P' par 
rapport à P par le symbole (P'P). Réciproquement, P est en 
mouvement par rapport à P'. Ce mouvement (PP') est dit l'in- 
verse du premier. 

Un point quelconque M du plan P coïncide à l'instant t avec 
un certain point M' du plan P'. 

La vitesse V de M' dans le mouvement (P'P) est égale et oppo- 
sée à la vitesse V rfe M dans le mouvement inverse (PP'}- En 
effet, regardons le mouvement de M par rapport à P comme 
résuitaul du mouvement de M dans P' et du mouvement d'en- 
trainement {P'PJ. La vitesse relative de M e:?t V, sa vitesse 
d'enlrainoment est V et comme la vitesse absolue de M, par 
rapport à P est nulle, V et V sont bien égales et opposées. 
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En parliculier, soit I le centre instantané coi'respoiidanl au 
mouvement (P'P) a un instant donné. 

Le point de P' , qui coïncide aves I, a l'instant considéré à sa 
vitesse Y' nuUe. Donc, le point de P, qui coïncide avec I, a 
aussi sa vitesse nulle dans le mouvement (PP') et I est aussi le 
centre instantané relatif au mouvement inverse. Il suit de là que 
si(V).et {I») sont les roulantes fixe et mobile dans le mouvement 
(P'P); dans le mouvement inverse, la roulante fixe est (L) et la 
roulante mobile (If), 

■ 1. --L__L 

mouvement à son inverse, il y a simplement échange entre les 
points J et K, Le cercle des inflexions de chacun des mouve- 
ments et le cercle des rebroussements relatif à l'autre. 
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CHAPITRE II 



APPLICATIONS. 



I.Noiisallons applliper les généralités du chapitre précé- 
dent à l'étude de quelques mouvements simples d'une figure 
plane ; nous ferons abstraction de la loi du temps en nous 
occupant uniquement des positions successives de la figure. Un 
mouvement géométrique sera déiini par deux conditions géomé- 
triques telles que la donnée de la trajectoire d'un poinl, ou de 
l'enveloppe d'une ligne appartenant à la figure. Nous cherche- 
rons à déterminer les courbes roulantes, et pour chaque position 
du plan mobile nous essaierons d'obtenir le centre géométrique 
J des accélérations dont la connaissance entraine celle des rayons 
de courbure. 

Traitons d'abord quelques cas où on définit le mouvement en 
donnant les deux roulantes elles-mêmes. 



2. lia rniilani,e flxe est une droite et la roulante 
mobile un etrele. 

Tout point de la circonférence 
mobile décrit alors une courbe appe- 
lée cycloïde ; tout point du plan 
mobile non situé sur la circonférence 
décrit une courbe dite cycloïde allon- 
gée, ou cycloïde raecoareie selon 
qu'il est extérieur ou intérieur à la 
circonférence. 
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On obtient aisément les équations de ces courbes. Soit M' un 
point de la figure ; c le centre du centre roulant ; CM' rencontre 
en M la eirconférence . Prenons pour origine le point sur 
lei^uel M peut venir s'appliquer et posons : 

ci = R, CM' ^ 11, MCI = <f 

En projetant sur Ox et O^f !e contour OICM' et sa résultante 
OM', on a : 

( x = F!<f — A sin 11 
( _f = R — li cos f 

Ces équations représentent une cycloïdo pour h = R, une 
cycloulo allongée pour À > R, raccourcie pour, !i < R. 

Les trois courbes se déroutent à l'infini entre deux droites 
parallèles en se reproduisant périodiquement. 

Le point de contact I du cercle (c) avec Ox est le centre ins- 
tantané et par suite IM' est la normale en M' à la cycloide décrite 
par M'. En particulier, la tangente à la cycloïde, décrite par M, 
s'obtient en joignant M au point F diamétralement opposé au 
point I, Cette construction, que Chastes regardait « comme mer- 
veilleuse de simplicitiS » a été indiquée par Descartes (Z^eWres de 
Descartes, t. II, éd. 172i, p.39). Le premier aussi, Descartes 
s'est occupé des cycloïdes raccourcies et allongées et en a 
déterminé les tangentes. 

Clierchons le point J d'ordonnée — K. On a 

i-l—JL 
K ~ R^ R„ 



Le centre géométrique des accélérations est donc le centre C 
du cercle mobile et le cercle des inflexions est le cercle de dia- 
mètre IC. 
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Pour qu'une cydoïde ait on point d'inflexion, il faut et il suffit 
que dans une certaine position de la figure mobile le point 
décrivant vienne sur le cercle des inflexions, sauf au point I. On 
voit ainsi que, seules, les cycloïdes raccourcies ont des points 
d'inûesion. 

De môme pour qu'une trajectoire ait un rebroussement, il faut 

et suffît que le point décrivant devienne le centre instantané 

dans une certaine position de la figure. Il ne peut en être ainsi 

que pour les points de la circonférence mobile, et en général 

pour les points de !a roulante mobile (y. Donc, seule, la 

cyoloïde a des points de rebroussement. 

Le point J déterminé, on obtient l.e centre de courbure d'une 

trajectoire par la construction du 

numéro (12). 

Appliquons à la cycloïde : 
M étant le point décrivant !a per- 
pendiculaire à IM en I rencontre MG 
au point H diamétralement opposé 
à M. La parallèle Hy. ^ Cl rencontre 
Ml au centre de courbure ,u. de la 
cycloïde en M, 
Le point H est lié à la circonfé- 
rence et décrit une cycloïde qui résulte de la cycloïde décrite par 
M par une translation parallèle à la base et égale à n R ; en second 
iieu, onaI-lix = 2GI==2R. 

La développée d'une cycloïde est donc une deuxième cycloïde 
qu'on déduit de la première par une translation tR parallèle à la 
base suivie d'une translation 2R normale à la base. 

La développée de la cycloïde se trouve par là, comme celle de 
la spirale logarithmique une courbe superposable à la courbe 
originelle, ce que parlant de la spirale logarithmique Jacques* 
Bernouitli exprimait parcelle image : a eade.m imilala resurgit. » 

S. Il» POulautc fixe est nn eercle et I» roulante 
inobîlv une droite. 

Ce mouvement est inversedu précédent. Tout point M de la 
droite roulante D décrit une courbe normale à IM et par &uite 
orthogonale à toutes les tangentes du cercle fixe (0). Le centre de 
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courbure do cette coai'be, au point M, est le centre insiantané I, car 
il est le point de rencontre Je deux normales iiifiniment voisines, 
hes trajectoires de tous les 
points de la droite D ont donc 
pour développée le cercle fixe. 
En d'autres termes, elles sont les 
dévuloppanies de ce cercle. Ce 
résultat est général ; quand la 
roulante mobile est une droite, 
tous ses points décrivent les déve- 
loppantes de la roulante fixe. 
Cherchons l'équation de la courbe décrite par un point M' du 
plan mobile ; soit M sa projection sur D et A la mesure du vec- 
teur MM' le sens positif étant le sens de vers I, Si l'axe de x 
passe par le point du cercle avec lequel M a coïncidé, on a, en 
désignant par ^ l'angle xOl et projetant sur Oa; et 0/ le contour 
OIMM' et sa résultante OM' 

\ ^ = (R -4- A) cos 'f + Rp sin o 
j j' — (Fî -i- A) sin ^ — Ry cos ç 

Le lieu de M' s'obtient en prenant sur les tangentes â une 
développante de cercle, une longueur fixe h a partir du point de 
contact. 

Cherchons le point J. On a 

avec 

R„, = ^ , R^. =. R 

d'ofi K = R 

Le point J est donc le symétrique du point par rapport à 1. On 
voit que si on mène D' à la distance 

p ^ R de D el; du côté opposé au cercle 

Q \i fixe, seuls les points compris dans la 

f I j bande DD' pourront décrire des tra- 

v_y jectoires ayant des points d'inflexion. 
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4. liCS iI«u3l roilinnies sont des cercles. — Tout 
point de la circonférence mobile décrit une courbe appelée 
épicyoloïde ou hypocYCÏoïde sui- 
vant que les cercles ont un 
contact extérieur ou intérieur, 
La courbe décrite par un point 
intérieur au cercle est dite 
épicycloïde on bypocycloïde 
raccourcie, et par un point 
extérieur épicycloïde ou bypo- 
cycloïde allongée. 
Chercbons les équations de ces courbes. Désignons par R le 
rayon du cercle fixe, ppr R' 3e rayon du cercle mobile affecté 
du signe + ou — selon que le contact est extérieur ou intérieur. 
Soit M un point quelconque lié au cercle mobile. Le vec- 
teur O'M rencontre en A' la circonférence 0'. Nous prenons 
pour axe Ox l'axe passant par le point A du cercle avec lequel 
A' a coïncidé. Posons a:oI = 9 lO'M = 9. L'angle de 0,ï avec O'M 
sera 9 -H o + n. Posons enfin O'M — h. En projetant sur 0,c 
et Oj'le contour OO'M et sa résultante OM. On a : 

ia: = (R + K') cos 6 — /j cos ( 1 + pp ) 
j = (R + R') sin e ~ A sin (1 + ^j 

en tenant compte de la relation RQ = R'y. Pour les hypocy- 
cloîdes, il suffit de changer hen ~ h. 

Les courbes représentées par ces équations sont en général 
périodiques, non fermées et transcendantes. Elles deviennent 



algébriques et fermées quand le rapport rr^ est commensurable. 
Soit en particulier : ^ = — 2 ; les équations (1) deviennent : 



(^2 + ^1 COS8 



I ^ = A sin C 
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équations qui représentent une ellipse dont la somme ou la diffé- 
rence des axes est égale à 2 R, suivant que le point M est inté- 
rieur ou extérieur au cercle roulant. Pour le point A' h = — 
ei ^= o; le point A décrit donc un diamètre du cercle fixe. 

Un autre cas particulier intéressant est celui oij une cir- 
conférence roule à l'inlérieur d'une circonférence fixe de 
rayon quatre fois plus grand. La courbe engendrée par un 
point de la circonférence mobile présente qualro rebrous- 
sements ; on l'appelle hypocychïde à quatre rehroasseaienls ou 
astroïde. Pour obtenir son équation, faisons dans les formules (1) 
R' = -, A = — ~ il vient : 



l X = -- (3 cos + cos .S 9) = R cos' a 



i y= -- (3 sin — sin 3 9) = R sin^ 9 

d'oii on tire en éliminant 6 

x' +7' = R' 

Mentionnons aussi répicycloide correspondant à R' = R ; elle 
est représentée par 

i ic — R=2Rsine(l — cosO) 
\ y = 2RcosO (1 — cosO) 

En posant 

I X — R = i' cos 9 
\ 7 = r sin ^ 

on a 

tg'i = tgi. r = 2R (1 — eos 0) 

ou r = 2R [i - cos ?) 

On voit ainsi que cette courbe appelée car-dioïde est un limaçon 
de Pascal ayant pour pôle le point A et obtenu en prolongeant 
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le rayon vecleiir du cerclo fixe d'une longueur égale à son 

diamètre. Cette courbe est aussi la caustique d'un cercle quand 

le point lumineux est sur la circonférence. 

Appliquons la construction de Savary 

à la construction du centre de courbure 

d'une éiMcycIoïde. 

La droite joignant M au centre 0' de 
la roulante mobile rencontre la perpen- 
diculaire en I à IM au point H diamétra- 
lement opposé à M, La droite OH coupe 
MI au centre de courbure eiierelié ja. 

La développée d'une épicycloïde est 
une courbe de même nature que la courbe 
originelle. On a, en effet : 




0|/ 



01 



R 



on or ■ 



H- 



2R' 



Le point ji décrit donc une courbe homothétique de la trajec- 
toire du point H. étant lo centre d'homothétie. 

Or, la trajecteirs du point H est une épicycloïde résultant de 

i'épicycloïde décrite par M à l'aide d'une rotation d'angle --— 

autour de 0. Des remarques analogues s'appliquent aux hypocy- 
cloïdes. 



. lies deiix roulantes sunt de» courliegi symétri- 
ques. — Supposons que pour une 
position particulière du plan mobile, 
la roulante mobile (c') soit symé- 
trique de la roulante fixe (c) par 
rapport à leur tangente commune Ix. 
Il on sera de même pendant tout 
le mouvement. Soit, en effet M', N' 
dons: points quelconques de (c). 

Leurs symétriques M,N, par rap- 
port à ïx, sont sur (c) et la distance 
NH du point N à ta tangente à (c) 
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en M est égale à la distance analogue N'H'.On a aussi arc IM =arc l'M' 
et MH — M'H'. On voit donc que lorsque M' sera venu 
en M, N' et N seront symétriques par rapport à ia tangente 
commune aux roulatiles. 

Il suit de là qu'une figure F' du plan mobile reste constam- 
ment symétrique par rapport aux tangentes à (c) d'une figure F 
du plan fixe. En parliculier, un point P' de' la figure mobUe reste 
symétrique d'un point fixe P par rapport aux tangentes à la 
roulante fixe et décrit, par suite, une courbe homothétique do la 
podaire de (c) par rapport au point P, P étant le centre et 2 le 
rapport d'homothétie. 

Actuellement, on a 

R^ .^ — R^ 
et par suite 



désignant le centre de courbure de (c) le point K esl au milieu de 
01. On déduirait de là une construction du centre de courbure 
de la podaire d'une courbe quand le centre de courbure de celle- 
ci est connu. 



6. IfEoiiveinont 



IV lijiur« dont deux points 
décrivent des droites. — Si 

les deux droites sont parallèles, 
le mouvement est une translation 
rectiligne et tous les points décri- 
vent des droites parailèies. 

Supposons que les deux droites 
OX, OY, trajectoires des points A 
et B de la figure se rencontrent en 
un point et soit ç leur angle. 
Les perpendiculaires en A et B à 
OX et OY se coupent au centre instantané I. Le point I est sur le 
cercle circonscrit au triangle OAB ; or, ce cercle est lié à la fi- 
gure mobile, car il passe par A et B et son diamètre 2 R = -; — 

em<f 
est déterminé. 
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Le lieu point I dans le plan mobile est donc ce cercle (0'). 
D'autre part, 01 est un diamètre du cercle (0'). 

Le lieu du point I dans le plan fixe est par suite le cercle de 
centre (0} et de rayon 2 R. 

Le mouvemont delà iiffure s'obtient donc eu faisant rouler 
sans glissement un cercle à l'intérieur d'an cercle do rayon 
double. 

Le cercle (0') passant constamment par 0. Si M est un point lié 
à ce cercle, l'angle AOM est constant et le point M décrit un 
diamètre du cercle (0). Ainsi : 

Ily & une infinité de points qui décrivent des droites , ce sont 
lespoints du cercle 0'; leurs trajectoires sont les diamètres da 
cercle fixe (0), 

Glierchons maintenant la trajectoire d'un 
point qiielconcjue M ; soit a et ^ les extré- 
mités du diamètre de (0') passant par M ; 
net p décriront deux droites recLanguiai- 
res Ox et Oy. Désignons par a et h 
respectivement les segments Mp, Ma en 
supposant par exemple M entre a et fi, 
e'esl-à-dire à l'intérieur du cercle (0'). On 
aura étant l'angle de a^ avec l'axe des x. 



.!■ 



1 y — h sinU 
a + A = a,3 -:: 2H 



Donc ; Tous lespoints de la figure décrivent des ellipses. Pour 
les ellipses relatives aux points intérieurs au cercle (0') la 
somme des axes est égale à 4 R. Si les points sont extérieurs au 
cercle (C) la différence des axes des ellipses correspondantes est 
égale à Œ. Toutes ces ellipses ont pour cercle le point et celles 
qui correspondent aux points d'un diamètre de (0') ( 
directions daxes. 
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Proposons -nous de trouver les enveloppes des droites de la 
figure. Soit d'abord une droite i passant par le centre de (0') 
elle coupe (0') en deux points a et p 
qui décrivent deux droites rectan- 
gulaires Ox, Oy. Le point H on A 
touche son enveloppe est la projec- 
tion de I sur A. Si m est le milieu 
de 'I , on voit aisément que 
l'angle IwH est le quadruple de 
l'angle lOH'. Le cercle de diamètre 
O'I est tangent au cercle (0) et son 
rayon est le quart du rayon de ce 
dernier, 11 en résulte que les arcs IH 
et Ill'deces deux cercles sont égaux ; et le lieu du point H est i'iiy- 
pocycloïde à 4 rebi'oussements (H) inscrite dans le cercle (0) 
ayant Ox et Oj- pour-axes de symétrie. 

Remarquons que la normale ij en H à l'hypocycloide est homo- 
thélique de la perpendiculaire i'à i menée par 0', étant le centre, 
â le rapport; a' passant par 0' enveloppera une hypocycloïde (H') 
résultant de (H) par une ro'.ation de 45''autour du point 0. Par suite ii 
enveloppe aussi une hypocycloïde à 4 rebroussements (H,) homo- 
thétique de (H') dans le rapport 2,0 étant le centre d'Homothétie. 
Si ia droite de la figure S ne passe pas par 
] 0' considérons la parallèle A à 3 menée par 
0'. Soit H et A les points oui et 3 toucBent 
leur enveloppe. La longueur H/j est cons- 
tante et égale à la distance de i et S ; H décrit 
une hypocycloide. Donc : 
L'enveloppe de 3 esl donc une courbe parallèle d' hypocycloïde 
à 4 rebroussemenls. 

Si nous remarquons que l'hypocycloïde (H) est une dévelop- 
pante de sa développée (Hi), on trouve une autre signification 
pour les enveloppes de droites. 

Les enveloppes d'une famille de droites parallèles dans le plan 
mobile sont les développantes d'une hypocycloide à 4 rebrousse- 
ments. Il devient alors aisé de se rendre compte de la forme de 
ces enveloppes en considérant l'extrémité d'un fil qui s'enroule 
sur une hypocycloïde. 
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Observons que S étant une droite du plan mobile les deux points A' 
et B' où elle coupe le cercle (0') décrivent 
deux droites issues de faisant entre elles 
un angle dilîérent de 90" ; il est alors 
démontré que : 

Une droite de longueur eonstsnle dont 
les extrémités décrivent deux droites non rectangulaires, enve- 
loppe une développante d ' hypocycîoïde à 4 rehroussements. 
Pour terminer, cherchons le centre géo- 
métrique des accélérations ; nous avons : 




R™ = K. 



= 2R 



1 



Donc le [loint J est en et le cercle (0'} est 
le cercle des inflexions. Ga résultatétait à pré- 
voir puisque tous les points de {0') décrivent 
des droites. 
On déduirait facilement de là une construction du centre de cour- 
hure d'une ellipse ou d'une hypocycloïde à 4 rehroussements. 

7. mouvement d'nue flj|;iii>e dont deux iioinis 
décrivent deux ecrcIcN û^anx, la lif^^nc des centres 
étant «irale à la distanee des denx pointai. — Soit 

A, A' les deux points de la 
figure décrivant deux cercles 
égaux (0)(0') la distance 00' des 
centres étant égale à AA'. Le 
centre instantané I est à la ren- 
contre des normales en A et A' 
aux trajectoires de ces points, 
c'est-à-dire est l'intersection des 
rayons OA et 0' A'. Les trian- 
gles OAA' et 00' A' sont égaux ; 
on en conclut sans peine que les 
quatre points OO'A'A sont sur 
une même circonférence et que 
B étant le point commun à 00' 
et AA', IB estunaxede symétrie 
du quadrilatère concave OAA'O'. 
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Si on pose OA = O'A' = R et 00' = 2 c/. On a : 

10 — 10' = 10 — lA = R 

La courbe (!/■} est donc l'hyperbole (H) de foyers et 0' ayant 
R pour axe transverse. 
On a de même 

lA' - lA = lA' — 10' = R 

La roulante (I™} est une deuxième hyperbole [H'} des foyers A 
et A' ayant R pour axe Iransverse. 

Les deux roulantes sont donc égales; elles sont en outre 
symétriques par rapport à leur tangente commune IB et nous 
sommes dans le cas étudié au numéro 5 . Par conséquent : 

Les ti-ajecloires des points de Is iigure mobile sont des 
podaires d'hyperbole. 

En pfirticulier, la trajectoire du milieu « de AA' est la podaire 
par rapport au milieu <u de 00' de l'hyperbole homothélique de 
(H), w étant le centre, 2 le rapport d'homothétie. 

On obtient aisément l'équation en coordonnées bipolaires du 
lieu de a. 

Posons ; 

/■=aO r'==aO' p = OA' p' = AO' 

Dans les triangles AOA' et AO'A', on a : 

|R»+ pS =2d'4-2r' 
JR=^-p'«=2rf= + 2f" 

En outre, AC étant parallèle à O'A' on a pp' =A'0. A'G; pp' 
est donc la puissance du point A' par rapport au cercle décentre 
A et de rayon R et pp' = i d^ — R' . L'élimination de p et p' 
entre ces trois relations donne l'équation du lieu de a en coor- 
données (• et (■'. 

Une simplification se produit si 2 d-= R^ ; (H) et (H') devien- 
nent alors des Hyperboles équilatères, et on a : 

2 r' = p' àrh-'^ = Ad' rr' = cP 
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Donc : Ls trajectoire du milieu de AA' est une lemni^ aie de 
foyers et 0'. Nous voyons en même temps que la poilaire d'une 
Hyperbole équilatère par rapport à son centre est une lemnis- 
cate. 

Le centre géométrique des accélérations S s'obtiendra simple- 
ment en appliquant le théorème indiqué au numéro 14 du précé- 
dent chapitre ; on construira l'axe radical du cercle de diamètre 
AO et du cercle de centre A passant par I. 

Gomme on sait, d'autre part, que J est le milieu du rayon de 
courbure de (H') on déduirait de là une certaine construction du 
centre de courbure d'une Hyperbole. 

8. HouTement d'nne flgnrc dont deux droites 
euTelopiient des cercles. — Si une droite du plan mo- 
bile enveloppe un cercle, 
loute droite parallèle enve- 
^^.'''^ loppe un cercle concentrique 

^-r^^^CT^ ■^^ premier et pour que le 

^/y^V\ N. mouvement soit déterminé, 

// / I \ \ nous devons supposer que 

Ç4 / 0'; \ les deux droites, considérées 

y/ \ \/ y 5 et 3', ne sont pas parallèles. 
^""--C^^i^^j^.^^^^ê--'''^ Soit p le rayon du cercle ■; enve- 

\ loppé par S-, une droite de la 

ligure menée parallèlement 
à S à une distance p et, d'un 
côté convenable, passera par le centre de y- De même une 
certaine parallèle à 3' passera constamment par un point 
fixe. Nous somines donc ramenés à considérer deux droites 
de la figure, se coupant en un point 0, faisant outre elles un 
angle 6 et pivotant autour de deux points A et B. 

Les normales en A et B à OA et OB se coupent au centre ins- 
tantané I. Le cercle AIB est déterminé, car il passe par A et B 

A B 

a un diamètre constant 2 R = -. — ~. 

smû 

Le iîeu du centre instantané dans lo plan Ike est un cercle 
(0') passant par A et B de rayon R, et de centre 0' . 
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01 est un diamètre de {0'), par suite est constant, et le lieu de I 
dans le pian mobile est iin cercle (0) de centre Oet de rayon 2R. 
Le mouvement s'obtiendra en faisant rouler !e cercle (0) sur le 
cercle fixe de raj'on moitié (0') ; il est donc l'inverse du mouve- 
ment étudié au numéro 6. 

Occupons-nous dea enveloppes des droites de la figure. Soit 
une droite passant par 0, elle rencontre 0' enunsecond point [j^. 

L'angle AO [i. étant constant, l'arc A\i. est aussi constant et le 
point \>- est fixe. 

II y a dono une iiiûnilé de droites qui passent pav des points 
ii.\es ; ces droites sont issues d'un même point da plan mobile, 
et le Heu de leurs pivots est le cercle (0'). 

Considérons maintenant une droite quelconque A du plan mo- 
bile. La parallèle à A, menée par 0, passe par un point lîxe [t, et 
par suite A enveloppe un cercle de centre [i. Ainsi ; 

Toutes les droites da !a ûjare enveloppent des cercles dont 
les centres sont sur le cercle (0') 

On peut encore énoncer cette propriété sous la forme sui- 
vante ; quand deux côtés dun triangle enveloppent des cercles, il 
en est de même du troisième côté. 

Cherchons H trajectoire d'un point {jnebonque M. La droite 
OM passe par un point fixe C du cercle (0') et on a le lieu du 
point M en prolongeant de la longueur constante OM le rayon 
vecteur CO du point 0; Donc : 

Les trajectoires de tous les points sont des limaçons do Pascal 
ayant tous lu cercle [0') pour cercle directeur. 

Il n'y a qu'un seul point de la figure, le point 0, qui décrive 
un cercle. 

On pourrait do bien des manières définîrpar deux conditions le 
mouvement qui nous occupe. Voici une forme assez simple : Le 
mouvement précédent est celui d'une il jure dont un point décrit 
un cercle, une droite delà Hyure enveloppant un deuxième cer- 
cle ayant son centre sur le premier. 

Pour obtenir le point J oii, ce qui revient au même, le point K, 
remarquons que le cercle (0'}, lieu des centres de courbure des 
enveloppes de droite,' est le cercle des rebroussements. Le point 
K est donc en 0. La construction do Savary fait alors connaître 
le centre de courbure d'une conchoïde de cercle. 
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9. ITIoiiveiiicnt «l'une flg;iire dont nn poântf «léerit 
nne droite et ilont nne droite en\'elo|>|ie un cercle. 

Une certaine droite OA' 
de la figure passe alors par 
un point fixe pendant 
que le point 0' décrit une 
droite O'A. 

Le centre instantané I 
est l'intersection de la per- 
pendiculaire en 0' à O'A, 
et de la perpendiculaire en 
à OA'. 

Soit OA et O'A' les dis- 
tances des points et 0' 
aux droites O'A, OA'. 
Rapportons le plan fixe et 
le plan mobile respective- 
ment aux axes Oxy, O'x'/ 
indiqués da:j3 la figure ci. 
contre, et posons 0A= a 
O'A' =a'. 

Entre les coordonnées 
absolues et relatives d'un poiut, on a les l'elaiions : 




f a; = fl + ic cos « — y sin a 
\ 7 = J'„+3;'sin a -h/ liOSK 

^0 désignant l'ordonnée du point 0'. Pour déterminer /„ en 
lonction de «, exprimons que pour x = y^ o x' ^ a' e\. y' 
arbitraire les équations précédentes sont compatibles ; nous aurons 






Les coordonnées d'un point iœ'y'} du plan mobile sont ainsi 
exprimées à faide de sinaetcosa; si on exprima ceus-ci on 
fonction du paramètre ( ^ Ig —, on voit que : 

Les Irajecloires sont des couches unkursales du quatrième 
ordre. 
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Cherchons le lieu du centre iiistautanô dans le plan mobile. On 
dx dy „ 
peut représente!' le temps par a; on aura --r = -r ~ ï"*""" 

le point vérifiant les équations : 

x' sin a 4- / cos « = 



- r cos a 
r sin a 



et en éliminant i' et a 

{y^ + a'xr -■= a'- ix" + y") 

Telle est l'équation de la conrbe (I,J. Remarquons que la 
délinilion géométrique du point I est la même par rapport aux 
deux systèmes d'axes; il suffit d'échanger a et a'; il en résulte 
que la courbe (If) a pour équation ; 

[f ■{- axy = a'^x' + y') 

Donc : Les deux rovhnles sont des courbes du quatrième ordre 
ayant pour point double l'une 0, l'autre 0'. 

Si a ou a' = l'une des roulantes devient une parabole. 

La tangente commune on I aux deux roulantes et les rayons de 
courbure des trajectoires et des enveloppes peuvent s'obtenir 
géométriquement; il suffit pour cela de trouver le point J. Or le 
point Oi symétrique de par rapport à I est sur le cercle des 
infle\ions puisque est sur celui des rebrousscments. Le point J 
est donc sur la perpendiculaire à 0,1 menée en 0,; il est aussi 
sur la droite O'Â' trajectoire du point 0'. 
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i le cas pai'licLilier a = a' une notable simplificatio 
produit. On a alors 

OA' = O'A 



IBestunaxede symétrie du quadri- 
latère OA'O'A et 10' = 10. 

La roulante fixe (!/■) est donc la 
parabole (P) ayant pour loyer 
et O'A pour directrice et la roulante 
(!„,) est la parabole (P') de foyer 0' 
directrice OA'; ces deux para- 
boles sont égales et symétriques par 
rapporta la tangente commune en I, 

Par suite, dans ce cas : Les trajec- 
toires sonl despodaires do p 

En se reportant aux * 

analytiques on voit que ya = 




et le degré des trajectoires 

du quatrième degré au troisième. 

Le point J est le point de rencontre de la normale commune 
avec la droite O'A. Le point K symétrique de J par rapport à I 
est comme on sait le milieu du rayon de courbure d^ la 
parabole (P). Nous obtenons cette propriété : 

Le rayon de courbure d'une parabole est le double du segment 
compris sur la normale entre le point d'incidence et la directrice. 

On voit facilement que le point A' décrit une slroplioïde 
droite de point double A, et le milieu do O'A' une cissoïde droite 
ayant pour point de rebroussement le sommet de (P). D'après 
ce qui précède on saura donc construire la tangente et le centre 
de courbure d'une cissoïde ou d'une strophoïde droite. 



y Google 



- ETUDE DU MOUVEMENT D UN SOI-IDE. 



CHAPITRE I!I 

ÉTUDE ANALYTIQUE DU MOUVEMENT d'uN SOLIDE. 



]. Projections de la vitesse il*an point. — Soient 
OXYZ, un Systems d'axes rectangulaires liés au corps mobile, 
et oxyy., un système d'axes fixes rectangulaires les deux trièdres 
de coordonnées étant directs. Par rapport au trièdre fixe, le 
mouvement du trièdre mobile sora défuii par les expressions des 
coordonnées absolues o^o^o^'o àe son origine et des cosinus 
directeurs de ses axes en fonction du temps. Les cosinus directeurs 
étant indiqués par le tableau suivant : 

i X Y 7. 

ï v' l" 

on a entre les coordonnées absolues {zyz) et relatives (XYZ) 
d'un point M du solide, les relations ; 

[ jr = j;„4- aX -'r a' Y -h a'Z 

(1) j v = r, + fiX-)-p'Y-h?''Z 

[z = z„ + YX + v'Y-i-Y"Z 

les neuf cosinus vérifiiant : 
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.'a + p"p -1- y"t - 
d'où on lire par difléi-entiation ; 

jL dt Z^ dt Li dt 

iZ" t/i ■ Z" rf/ '^ 

I ■^ , (/a _ VI *^^' _ , 

Soit y^-^v ,Vi, les projections de la vitesse du [loint M sur les 
axes fixes, Vx, Vy, Vz, les projections sur les axes mobiles. 
On aura : 









v,^ 


*-iX''T^Y''-''j.'/''T' 




f'', 


dz'a dVo dzo 


dt 



Les composantes de la vitesse suivant les axes mobiles sont 
donc de la forme ; 

1 Vî = a + ,/Z ^ ,■¥ 

(4) Vi = i + fX--;)Z 

( Vj ==, c + /)Y ^ ,/X 
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abe désignant les projections sur les axes mobiles de la vitesse 
de leur origine 0. Celte origine est d'ailleurs arbitraire dans le 
solide. En interprétant les formules (4), nous retrouvons ce 
théorème : 

La vitesse dti tout point du solide est la même que si celui-ci 
était animé d'une translation ayant pour vitesse celle d'un point 
arbitraire du corps et d'une rotation autour d'un are issu du 
point 0. 

Remarquons que pyi' dépendent seulement des neuf cosinus, 
c'est-à-dire de l'orientation du solide. Le vecteur qui représente 
la rotation est donc indépendant du point 0, 

En traduisant la propriété géoméirique qui précède, dans le 
système d'axes lixes, on a : 



dx^ 


-'-.ij-r-i 


y, = È=-.,..u-.., 


-A{^-i.) 


v.-t-. ..(.-,.) 


-g, («-*.) 



Pi<ï,ri désignant les composantes de la rotation instantanée 
iuivaiil les axes fixes, ou encore : 



(4') !\',=b, + r,x-p,z 

( V; = Cl -+■ PiY— q,x 

e^biC, élant las projections sur les axes fixes do la vitesse du 
point du solide qui, à l'instant (, coïncide aven leur origine. 

2. Equations de l'axe hélicoïdal. — Le lieu des 
points du solide dont la vitesse est parallèle à ta rotation instan- 
tanée est la droite 

a -^ qZ — i-Y _ il -h rX — pZ c -+- pY — qX. 
p ~ q '" r 

Nous retrouvons ainsi l'axe instantané de rotation et de glisse- 
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ment et obtenons en môme temps ses équations dans le système 
mobile. Ij'élimination de ( entre ces équations donne la surface 
virante (A„). 
Dans le systùme fixe, Taxe héUcoïdal a pour équations ; 

a, + q,z — i\Y _ -jt, + r,x ~ PiZ _ Cj + Pi/ — q,x 



à'oii on tire par élimination de l l'équation de îa surface (4^). 

Nous avons vu géométriquement que tous les points de l'axe 
hélicoïdal ont même vitesse ; on peut le retrouver par la voie 
analytique. On a, en général, pour la vitesse V du point M 

V^ = (.1 + qZ~ zY)'- + {!j + l'X - pZ)' + (c-hpY — qX.)^ 

Pi le point est sur l'axe bébcoïdal : 



h qZ — r Y = Ip 
^rX~pZ=^lq 
bpY— qX==lr 



et V=}> (flenposanl w- ^=p^ + q^-]- r^. D'autre part, si on ajoute 
les équations précédentes après les avoir respectivement mulii- 
pliées pavp,q,r, On a : 

pa H 




La vitesse ne dépend pas de la position du point sur l'axe. Le 
mouvement se réduira à chaque instant à une rotation si la fonc- 
tion de t pa + qh + rc est identiquement nulle. 

3. Aeeélération «l'un point. — Cherchons les projec- 
tions sur les axes fixes de i'accétération d'un point M {xjz) du 
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solide. En (lîfTérentiant les formules (4') on a 3 égalités telles 
que ; 

ti-x dHi dz dy dq, dr^ 

dP^HÏ "^ '^' dî ~ '' Tt '^ "lï ''' -^'It 



dq, dr, 



cl,„ 

lit 




dr, 


dp, 
■ dt. 


'Ip, 


.Jj} 



(0 désignant la rolalion instantanée. 
On a donc : 

I ^v 

(5} j ^ = B + 9-i 0).r + q,j + /-.ï) - w'jM 



A,B)G désignant les projections sur les ases fises du point 
du solide qui, à l'instant /, coïncide avec leur origine. 

^2^ ^2,- (/i^ 

En posant —r„ = -rr ="77 = Oi on voit qu'en général, il y 
at^ dl^ ar 1 V. . 

a dans le solide un point et un seul d'accélération nulle; on \?i^- 

]>e\\e centre des sccêlérations . Si on suppose l'origine des axes 

iixes transportés en ce point, dans les formules (5) A = B=C = 

et on a ce théorème : 

Les accélérations de tous les points d'un solide sont les mêmes 
que dans le mouvement d'un solide qui aurait un point Hao an 
centre des accélérations et suivrait la mnme loi d'orientation que 
le premier . 

4 — Nous allons maintenant nous occuper du cas oii le solide 
a un point fixe. On peut alors prendre ce point pour origine des 
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axes fixes ot mobiles. Les formules générales (4) et (4') tîevien 
nent ; 

(6) jVy=rX-juZ 

V^ = ;,Y _ ,/X 

V. = ÇiZ — i\y 
Ny = rix — piz 
V. = p^y — qtx 

Les expressions (6) montrent que les vitesses des points du 
solide sont les mêmes tjue dans la rotation définie par le vecteur 
dont les projeclions dans le système mobile sont p, q, r. 

Gel axe instaolané do rotation décrit dans l'espace fixe un 
cône (IV dont l'équation s'obtient en éliminant t entre les équa- 
tions — = ^ = —, Dans le solide, il décrit un deuxième 

p, f/i r, 
cône (r^l dont l'équation résulte de l'élimination de t entre les 



Si un point M se déplace sur l'axe instantané, il décrit sur les 
deux cônes des courbes (G/) et (CJ qui sont ses trajectoires 
absolue et relative. La vitesse absolue est égale à la vitesse 
relative, car la vitesse d'entraînement du point M est nulle ; il en 
résulte que les deux cônes (r„) et [Tf) se touchent suivant l'axe 
de rotation et que la courbe (C^) rouie sans (glissement sur (G/). 
Le mouvement du solide revient, comme on sait, au glissement 
d'une sphère sur une sphère fixe S ayant pour cenlre. Soit I 
un des points où t'axe rencontre les deux sphères. I décrit sur la 
sphère fixe une courbe (If) tracée sur [Vf) et sur la sphère mobile 
une courbe (IJ tracée sur r,„). Les deux courbes 5ont tangentes 
en I et (1„) roule sans glisser sur (If). On voit, comme pour le 
plan, que la courbe (lai) de la sphère mobile est la seule qui roule 
sans glissement sur son enveloppe, exception étant faite bien 
entendu pour la courbe symétrique de (I™) par rapport à 0, Les axes 
de grand cercle normaux aux trajectoires des points de la sphère 
mobile, ou aux enveloppes en leur point de contact avec les enve- 
loppées vont passer par le centre instantané l. La plus grande 
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analogie se présente donc entre le mouvement d'une flgijre plane 
dans son plan et celui d'une figure sphérique sur sa sphère. 



des composantes de la rotation à 
l'aide des angles d'Enler. 

Nous avons exprimé p,q, r en fonc- 
tion des cosinus et de leurs dérivées. 
On sait que ces neuf cosinus sont liés 
par six relations et qu'il est commode 
pour les applications de les exprimer 
"■^ au moyen do trois paramètres indé- 




Rappelons les paramètres angulai- 
res choisis par Euler. On désigne par 
& l'angle z07j, par '1/ l'angle compris 
entre et it formé par Ox avec la trace OA du plan des XY sur 
celui des xy et enfin par tp l'angle AOX. 

On a alors (Voir Briot et Bouquet, G. aiialylique, p. 519, 
1807;. 

( a = cos 9 cos '{' ^ sin ip sin ■}< cos 6 
J a^ = — sin 9 cos 4" — cos ^ sîn t|i cos 



p = 


cos f sin 4- + sin nf ci 


)S ']- cos 9 


^' ~ — 


sin ç sin il) + cos 9 ci 


JSJ- cosû 


[i _- 


Cûs ^ sin e 

1 Y = sin !f sin S 
} i = cos sin 





Si on substitue ces expressions des cosinus et de leurs déri- 
vées dans tes composantes/), 17,1', on trouve : 



rfj, . do 
dr dl 
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On peut ensuite, en projetant sur les axes fixes, calculer 
Pi'9n''ii > on obtient : 

I ("0 , . . , (/œ 

I p, =: COS '}' ■— + Hin e Sltl 4- -T^ 

/ (y-, = sin A — ■ — sm cos 4- -v- 
l ' at ' dt 

I fh'j do 

;- + cos e -; 



(/; 



di 



6. Composiaiiles de l'accélération d'un point. — 

Le solide ayant un point lixe, les composantes de raccélération 
sont fournies par les formules générales (5) où il faut faire 
a, =: i), = Cl — 0, On a ainsi : 



[-^ = P' iP'"^ + 'l'y + '''^'' -^ " 



, ^i<h 



f!i; 



= '/i {pi^- + <I<y -î- ''i^ 

On appelle sccvîvralion angulaire le vecteur d'origine ayant 
pourextrémitô le point \~. r^^, ~\. Les deux derniers ter- 
mes des seconds membres des équations précédentes représen- 
tent les projections du moment de ce vecteur par rapport au 
point M. 

Les autres termes sont les projections de l'accélération du 
point M dans le cas où l'accélération angulaire est nulle, c'est -â- 
diro quand l'axe instanlaoé est constant en grandeur et direc- 
tion. On a donc ce théorème dû à Rivais : 

L'accélération d'un point quelconque d'an solideen mouvement 
autour d'un point fixe est la somme géométrique de la vitesse 
qu'aurait ce point dans une rotation représentée par f accéléra- 
tion angulaire et de F accélération centripète de ce point dans 
une rotation uni/orme continue représentée par le même vecteur 
que la rotation instantanée. 
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7. Coupbnpe spbérique des trajectoire»!. — Un 

point M du solide décrit une courbe sphérique (M) tracée sur 
une sphère S de centre 0, Soit 
ti le centre de courbure sphérique 
de la trajectoire du point M, 
c'est-à-dire le point d'intersec- 
tion de deux grands cercles in(i- 
niments voisins normaux à la 
courbe. Noua allons indiquer 
une lormule simple qui lait con- 
naître ;>. quand M est donné. 
Soient I le centre instantané sur 
la sphère S relatif à l'instant 
considéré, lÂ la vitesse de ce 
point tangenteaux deux roulantes 
^ (If) et {]„). Sur le grand cercle 

IM, fixons à partir du point I un 
sens positif, menons !a demi-droite IBtangente à ce grand cercle 
dans le sens positif. 

Désignons par {x,y,z) («,^.7) les coordonnées respectives des 
points M et jj-, par fl l'angle AlB et par /■ et p respectivement les 
angles lOM, ïo\j. avec le signe qui résulte de celui des arcs IM, 
I;*; H étant le rayon de la sphère S, nous aurons : 




.T 


= 


R 


sin ( 


COS 6 


r 


== 


R 


sinr 


sin 


" 


= 


H 


COS/ 




a 


— 


R 


sin e 


cosO 


P 


= 


R 


sinp 


sin 9 


7 


= 


R 


COS p 





La droite Oy. estrintersection de deux plans infiniment voisins 
normaux à îa courbe (M) ; c'est la droite polaire relative au point 
M, normale comme on sait au plan osculateur en M. On aura 
donc ; 



(9) 



(iyd^a — dzd^y dzd^sc 
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En vue de simplifier les calculs, prenons les axes fixes de Taçon 
que I soit sur O2, lA parallèle à 0-r. 

Alors pi = q, = /■, = w et comme la vitesse de l'exlre- 
milé P tlu vecteur rotation est dans le plan langent aux canes 
roulants, on a 



ilç. 



= 



Les formules (6') et (7) deviennent : 



dl 


"IJ- 


* 
dl ^ 


toa; 


^» 





(T) 



En portant dans les relations (9) on obtient : 



dp, 



Si on remplace ^Py, xyz par leurs expressions (8) ces deux 
égalités so réduisent à une seule : 



(10) 



J i _ 1 

'3^ k'' ^ 1^ sni 
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en posant , , 

' 1 dp, 

fonimle analogue à celle de Savary. 

8. Expression delà constante K. — La constante K de 
la Ibrmule (iO) est susceptible d'une expression analogue à celle 

obtenue dans le cas du plan. Exprimons d'abord --^; -TfSst la 

projection surO^ de la vitesse du point P extrémité de la rotation 
instantanée OP. Or, considérons le mouvement rîe P comme 
résultant du mouvement d'entraînement de la droite OP et d'un 
glissement de P sur cette droite. La vitesse relative est dirigée 

suivant Oz; donc -~ est la vitesse d'entraînement Y' du point 

P. Si V est la vitesse du point L 

V OP <.. 



Ul 



' R 



On a donc : 



Nous allons exprimer K autrement en introduisant les angles affec- 
tés de signes R„ = 100^, 
R^=.IO0,. 0™ et Of dési- 
gnant les centres de 
courbure sphérique des 
roulantes. Appliquons au 
point I U règle de compo- 
sition des accélérations et 
projetons sur 0/. Soit w^ la 
projection du point I sur 
00;, tu/- est le centre de 
courbure ordinaire de la 
roulante (If). L'accéléra- 
tion absolue du point I, 
projetée sur Iw/ a pour 
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OV étant la perspective du point 0^ sur le plan iionnai en I à Oz. 
De môme l'accélération relative a pour projection sur Oy ^77" 
L'accélération d'entrainement du point I a pour projection : 

d'après les formules (T) oii on fait x= y= o z = R. 

Enfin, l'acuélération de Goriolis est parallèle à Oy, et a pour 
valeur 2toV, 

On a donc ; 

lO'f 10',,, '"^ ^ ^"^^ 
10' = R/È'H,, iO'„ = R/ifR» 



tg^,- igH^ K 

Remarquons que d'après le théorème de Meusnier 10'/- est le 
rayon de courbure R7 de la courbe (Vf) section du cône roulant 
(17) par le plan normal en I à Oz ; de même 10'^ est le rayon de 
courbure de la section [VJ du cône (l'J par lo même plan. 

Si M', («.' désignant les perspectives sur ce plan des points M 
et {*, OD pose p' ^=; It^', /^l.Vl', on aura, d'après ce qui précède 

j__ 1^_ l_l 1^\ jl_ 

p' !■' "~ \H't R'J sin e 

Donc : Le point ^' est le centre lie courbure de la Irajeoloire 
du pointai' dans le mouvement plan obtenu en faisant rouler' 
sans glissement Ja courbe (l'„) sur {\'[). 
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Il en résulte que lesdroites M'0'„„[j.' O'r concourent sur la per- 
pendiculaire en I à IM'. Par suite en revenant à la sphère, on voit 
que : Les arcs de gi-and cercle MO» f^Of concourent sur te 
ffrand cercle normal en ï au grand cercle IM. Ainsi se trouve 
généralisée la construction de Savary. 

9. Un autre cas particulior simple du mouvement d'un solide 
S est celui dans lequel un plan P du solide glisse sur un plan 
iixe TT. Tous les points situés sur une môme droite perpendicu- 
laire à P ont des trajectoires égales et parallèles et on est ramené 
à considérer le mouvement du plan P sur le plan ti. Soit dans 
ce dernier mouvement I le centre instantané. 

A l'instant t le mouvement du solide se réduit à une rotation 
s'effectuant au'.our de l'axe A mené pari perpendiculairement au 
plan P. Le mouvement continu s'obtient en faisant rouler le 
cylindre (A J ayant pour section droite la roulante (Li sur le 
cylindre (A/) ayant (I/) pour section droite. 

10. Indiquons quelques applications des focmulcs donnant les 
projections de la vitesse d'un point. 

I. Trouver les équations de ladroile D' conjuguée d'une droite 
donnée D. 

Prenons pour axe des z l'axe hélicoïdal, l'axe des x étant la 
perpendiculaire commune àOz, et à la droite D, 

Celle-ci a des équations do la forme 



m 



"s? 



Le plan P perpendiculairo à la vitesse d'un point M {^■,y,z') a 
pour équation en désignant par XYZ les coordonnées courantes 

(X — «)¥. + jY — 7) V, + (Z — z) V, = 

ou -»j-(X^x) + (Y-/,»j; + y(Z-iî) = 

^ désignant la vitesse de tous les points de l'axe hélico'idal. 

Si le point M est sur la di'oile D, l'équation du plan P devient ; 

dY+?Z_2 (xiSf +-) «0 
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On voit ainsi que quand le point M décrit la droite D, le plan P 
passe pai' la droite D' ayant pour équations ; 







( dY + i Z = - 


(D') 
ou 




) 

j Y= tirjf' 


on posanl 








rf' = 


"dfc- W = - 



Xous retrouvons la relation : 

_cl_ _ cl' 

II. Trouver Jpn équations de la caracléristfqiic d'un plan. 
Prenons l'axe héUcoïdal pour axe des z et poui- origine le 

point où il rencontre le pian considéré. 
Celui-ci a pour équation ; 

Aœ -h hy + C:f = 0. 

La vitesse des points de la caractéristique est contenue dans 
le plan. On a donc pour ces points : 

Ai'.+ Bi', -^Gr. = 

ou 0, {By — Ax) + Gy^Q 

équation d'un plan parallèle à l'axe hélicoidal et qui coupe le 
premier suivant la caractéristique correspondante. 

III. Ti'oaver le heu des points da solide dont la vitessG passa 
pav un point iïxe. 

Nous prenons toujours à l'instant considéré l'axe hélicoïdal 
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pour axe des z. Si la vitesse rViin point M {x,y,z), du solide 
passe par un point fixe l^'o/^ 2"). On a : 



— 'oy w^ g 

En résolvant par rapport à œ,y,^, on trouve (.les fonctions 
rationnelles en X du troisième ordre. 

Le lieu est doua une cubique gaucho . 

IV. — Ua corps solide étant mobile aalour d'un point fixe si 
l'axe instantané est ûno dans le corps, il est Jixe dans l'espace 
et réciproquement. 

Soient (u, v, wj (Up v„ n\), les cosinus directeurs del'axe ins- 
tantané par rapport aux a>;Qs mobiles et aux axes fixes; uvwéiani 
constants par hypothè3e,ii l'ant établir que n,, v^, iri, le sont aussi. 
On a : 



= YU 4- 7 r + Y IV 



sont constants 



Or, considéi'ons le point M de l'axo Oa^ d'abscisse + i ; 
coordonnées par rapport au système mobile sont « ce 
dix d"! da " 

dï' U' ~dr 

vitesse relative V,. de ce point par rapport au solide ; cette 
vilesse relative est égale et opposée à la vitesse d'entraînement 
du point du solide qui coïncide avec M, puisque la vitesse abso- 
lue de M doit être nulle. La vitesse Vr est dono perpendiculaire 
à l'axe instantané et on a ; 



(fa" 
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Par suite, — ;- ^^ 0. On voit de i 
al 



j que 



(il 






:û et 



i7i \\ iFi sont constants. 

La considération du mouvement invei'se montre que la rtici- 
proque est vraie. Au surplus, on peut l'établir directement 
comme ii suit : On a, en général 



du, 
dl ~' 



du 



,du 



d^ 



d^' 



d^" 



I du, 







= 


3+" 


S-' 


, ciir 
dl 


ï + ?' 


S + r 


, (in- 



Le déterminant des neuf cosinus étant différent de zéro 
dih dv, dw, 



dl 



11. némoikstration an»lytîi|ue dn tliéorèine de 
Corioli». — Soit un point M mobile dans un solide on mou- 
vement. (XYZ) et ixyz) désignant les coordonnées relatives et 
absolues de ce point, on a les relations : 



3: = T„ + aX+«'Y4-^"/ 
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LI 


V. IV, 


GH:\P. III. 


— l'îTUDK 


UU MOUVES 


[E\T 


d'un soi.1l 


m. 


On en 


tire e 


11 (JiOërenliiinl fleii; 


; fois : 








d'-x 
(ir- ~ 




--S 


-^S 


■-SÏ 


+ 




a' 



i rf( rf( "*" d( d( "^ "^ "57 1 



et dcu.-i équations analogues pour y et /.. 

Les premiers membres sont les composantes suivant les axes 
lises de l'accélération absolue ia flu point M. 

Les termes qui figurent dans les seconds membres se grou- 
pent très naturellement comme il suit : 

1° Ceux qui ne contiennent pas les dérivées de XYZ: ils repré- 
senlent les composantes suivant les axes fixes de l'accéléra- 
tion du point du solide qui, à l'instant t, coïncide avec M; Cette 
accélération est par définition l'accélération d'entraînement J, du 
point M. 

2° Les termes conlenant les dérivées secondes; on voit aisé- 
ment qu'ils représentent les projections sur les axes fixes de 
l'accélération relative Jr du point M. 

3° Les termes qui dépendent seulement des dérivées premières 
deX.Y, Z;ils représentent les protections sur les axes fixes 
d'un troisième vecteur Je que nous appellerons accélération com- 
plémenlaire, ou accélération de Coriolis. 

L'accélération absolue Ja est la somme géométrique des 
3 accélérations J^ J,, Je et il nous reste à définir simplement par 
une propriété géométrique l'accélération complémentaire . 

Ooa : 

ld^d\ da' dY ;^^\ 
" ~~ " \dt lï '^' ~di ~di'^ dL dLj 

Or, si on exprime le repos du point d'absuissc + ^ situé sur 
l'axe Or, on obtient : 
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en portant dans l'expri^ssion de ■T„ï et faisant de môme pour J^^ et 
J^;, on trouve : 

i„ = «A + a'B + a"a 

,, / dZ d\'\ 



dt] 



A,B, G sont donc les projections du vecteur Jo sur les axes 

mobiles. 

Or, par l'origine du système mobile, me- 

''v noos les vecteurs OR et OV dont les exirémités 

\ aient pour coordonnées relatives {p,q,i') et 

\ / ' ( il ■ IT' ^) • ''" ï"™'" ropi-feente la ro- 
V talion instantanée et le second la vitesso rela- 

tive du point M à un parallélisme près. On voit 
(|ue le vecteur J^ sera le double de la vitesse 
du point V dans la rotation figurée par OR, ou encore îe double 
du moment de OR par rapport à V. 

Ainsi : L'accélération de Coriolis esl le double du moment de 
la rotation iiistaniaaée issue du poJiil considéré par rapport à 
rôxlréniité de, la. vitesse relative. 
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LIVRE V 

COMPOSITION DES MOUVEMENTS D'UN SOLIDE 



1. Définitions. — Soit un solide S en mouvement piu" rap- 
port à im autro solide S,, Si étant mohilo par rapport à Sj, etc, 
et ainsi de suite jusqu'à St_( mobile par rapport à Sj. Nous 
devons d'ailleurs imaginer tous cps solides comme indéfinis. Le 
solide 3 aura, par rapport à S^, un mouvement qu'on peut repré- 
senter par (SSt) et que nous appellerons mouvement résultant. 
Les mouvements (Si Sj). (8583) (S^-i Sj,) seront dits mouvements 
composants ou encore mouvements simultanés du solide S. 

Rappelons que le mouvement d'un solide à un instant ( peut être 
considéré comme résultant d'une rotation et d'une translalion, 
l'axe de rotation étant issu d'un point arbitraire M du solide et la 
translation ayant la vitesse de ce point. Nous supposons les 
mouvements composants délinis de la sorte par une rotation et 
une translation et nous nous proposons d'en déduire une rotalion 
et une translation définissant le mouvement résultant au même 
instant. 

Observons que la vitesse d'un point du solide dans le mouve- 
ment résultant est la somme géométrique des vitesses de ce 
point dans les divers mouvements composants; cela résulte de 
la règle de composition des vitesses. Il suit de là que dans la 
composition des mouvements simultanés on peut suivre n'importe 
quel ordre, et remplacer plusieurs d'entre eux par leur mouve- 
ment résultant. 

Traitons d'abord des cas particuliers : 

2. Composition des translations. — Supposons qu'à 
l'instant t tous les mouvcmonta soient des translations de vitesses 
V, pj. . . Vk. La vitesse d'un point quelconque M du solide S est la 
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somme! géométrique Y do l'i, v-,, n ; V no dépend pas de M et, 
dans lo mouvement résultant, tous les pointsont la môme vitesse. 
Donc ; 

Si les moiivcmenls composmits sont des translstious, h 
mouvemezit résultant est une traiislulion ayant pour vite^ise la 
somme géométrique des vitesses dos translations composantes. 

Inversement, tout mouvement de translation peut être décom- 
posé en plusieurs translations en nombre quelconque. 

Les vitesses des translations simultanées sont simplement 
assujetlies à avoir pour somme géométrique la vitesse do la 
translation donnée. 

3. ConiposUion des rotations coiicourantes. — 

Tous les mouvements simultanés étant à i'instant t des rotations 
dont les axes OHj, OHj, OR;, sont issus d'un môme point 0, 
prenons celui-ci po'U' origine de coordonnées rectangulaires et 
désignons par (pi, qi, /■;) les projections de OR;. La vitesse d'un 
point quelconque M dans le mouvement composant a pour pro- 
jections. 

I Vj = ï (l'ix — piz) = Wx — Pz 
( V= = i; (/).7 — iiiX) ~ P/ — Qx 



en posant 



il' = ^p. 



Cûtlo vitesse est la môme que dans la rotation issue de et des 
projections P,Q, R. Par suite ; 

Si les mouvements composanls sont des rotations concouran- 
tes, le moiivenient résultant est aussi une rotation représentée 
par la somme géométrique des rotations composantes. 

Ce théorème n'est autre que le théorème de Varignon, car la 
vitesse du point M, dans une rotation OR, est le moment du 
vecteur OR par rapport à M. 

Inversement toute rotation peut ôtre remplacée par plusieurs 
rotations composantes dont elle est la somme géométrique. 
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4. Composition des rotation» ciuelconques. — 

Supposons que les mouvements composants soient des rotations 
quelconques, représentées par les vecteurs 0,R|, O-Rj, 0^ Rt et 
prenons des axes rectangulaires. Si on désigne par (Amin.piÇii'i) 
les coordonnées du vecteui' rotation OjRi, la vitesse d'un point 
M [x,y,z) dans le mouvement résultant a pour projections. 



/ Y. == ï [/; + qa - ny) = L + Qz - R^ 
1 Vj = 2 (m,- + i\x ~ Pix) = M -h Rx — Pz 
j V= = S (H; + piY - iiiX) - N + Pj- — Qx 
en posant 

V = -Lpi Q = S ç( R = x Ci 
L = 2 /i M = S ffl, N = S ïh 

(PCJRLMN) sont appelés caordonnéos du système de rotations. 

On voit que le mouvement résultant revient à une rotation 
(P,Q,R), issue de l'origine des coordonnées et à mie translation 
dont la vitesse apour projections (LMN). Appelons moment d'un 
système de vecteur par rapport à un point la somme géométrique 
des moments de ces vecteurs par rapport au même point ; LMN 
sont aloi-s les projections du moment du système de rotations par 
rapport au point 0. Le point étant arbitraire, nous voyons 
qu'en un point arbitraire de S la rotation et la translation 
correspondantes s'obtiennent comme il suit : 

Ls rotation est égale à la somme géométrique des rotations 



La vitesse de translation est le moment du système de rota- 
tions par rapport au point considéré- 

Cherchons les équations de l'axe hélicoïdal du mouvement 
résultant. Pour les points de cet axe, la vitesse est parallèle à la 
somme géométrique des rotations et on a 

L + Qz - Rj- ^ M + Rx - Pz _ N + Vy - Qx 
F Q " R 



Par un calcul déjà fait, on trouve que la vitesse 



commune a 
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points de l'axe hélicoïdal est 

PL + QM + RN 



/P^ + Qî + Rs 

5. Systèiticsi lie rotations «qaivnlent». — On dit qoe 

deux systèmes do ['Otations sont équivalents lorsqu'ils ont même 

mouvement résultant. 

Pour que deux systèmes de eoordonnées (PQRLMN) 

(P'Q'R'L'M'N') soient équivalents, il faut et il suffit qu'oa ait les 

égalités. 

^ Qz - R^ = L' + Q'z - RV 
i-¥{x — Pz=W-h n'x — P'z 
hPy -Qx--='N' + P'7 - Q',r 

quels que soient xyz. Les conditions nc^ecssaires et suffisantes 
sontL' = L, M'-- M, N'=--N, P'=P, Q'= Q, R' = R. 

Ainsi : Pour que deux sj'Stènies de rotations soient équivalents, 
i} faut et il siifiit que leurs coordonnées soient égales. 

En introduisant la signification de (PQR) (LMN), on a une 
forme géométrique de la condition d'équivalence : 

Il faut et i! suffit que pour les deux s/stèmes la somme 
géométrique des vecteurs rotations soit la même et que, par 
rapport ii un point déterminé, les deux systèmes aient même 
moment. 

6. Systèmes de rotations |tarti<;ulierg. — Examinons 
quelques cas particuliers. 

1° Pour que le mouvement résultant se réduise à une rotation, 
il faut et suffit que PL + QM + RN = 0. 

En inlorprélant géométriquement cette condition, on voit que ; 
// faut que le moment du système de rotations, par rapport à un 
point quelconque, soit perpendiculaire à la somme géométrique 
des rotations et il suffit que celte condition soit remplie pour un 
point dé 1er miné, 

2° Pour que le mouvement résultant se réduise à une translation 
il faut et suffit que P =Q~R = 0. 
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Ls condition nécessaire et suffisante pour que le mouvement 
résultant soit une translation est que la 
somme géométrique des rotations soit 
nulle. 

En particulier, considérons deux rota- 
Lions OR. O'R' égales parallèles, de sens 
R^ contraire, mais non directement opposé. 

On dit qu'elles forment un couple de 
rotations. Leur somme géométrique est nulle. Donc : 
Un couple de rotations équivaut à une translation. 
La vitesse de translation V est celle du point par exemple ; 
elle est donc perpendiculaire au plan du couple et a pour valeur 
oirf, d désignant la distance des deux rotations, oi leur valeur 
commune. Celte vitesse V s'appelle axe du couple ou encore 
moment du couple. On déduit alors cette conséquence de la 
composition des translations : Plusieurs couples de rotations ont 
pour mouvement résultant une translation dont la vitesse est la 
somme géométrique des axes des couples composants. 

3" Supposons les rotations parallèles entre elles ; on peut tou- 
jours leur supposer la direction de Oz. On a alors : 

p,r= qi = ni = 0, P = Q ^ N ^ 
et 

V, = L -E7=-R(7-J'0 
V, = M + Ra; - R{x~xO 
V= = 

(J''= R 

et en supposant R r^:: 0. Le mouvement résultant est une rotation 
parallèle aux rotations données. 

Si R :^0 le mouvement résultant est une translation perpendi- 
culaire à la direction des rotations. 

7. Décomposition du niouveiiieni «l'un solide cii 
deux rotations. — Inversement, ie mouvement d'un solide à 
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l'instant t peut être , décomposé en plusieurs rotations d'une 
infinité de manières. Les projeiitions de la vitesse d'un point 
quelconque {xyz) du soUdo sont de la forme 



V., - I. H- Qz - 
V, = M + tte - 

V= = N + ¥y - 



B/ 



Qx 



et tout système de rotations de coordon- 
nées (P,Q,R,L, M, N) pourra être pris 
pour système de rotations composantes. 
Arrêtons-nous seulement sur îa décompo- 
sition en deux rotations. 

Soient (/)7c/n»]) [p' q' r' l' m' n')\es coor- 
données des deux vecteurs rotations OK 
O'R'. 



p = 


P+P' 


Q = 


'1 + ';' 


R = 


;■ + ;-' 


L = 


; +/' 


M = 


m+ n 


N = 


ij + Il 



) p'î' -\- q'm' -i- r'ii' — ^"' 

Soit (apY^v'; les coordonnéeri de l'axo D qui porte OR et w la 
mesure de OR. 

Si dans la deuxième des relalion, (^), oq çm-\,s p' <[' r' Ï m' n' 
tirés des équations (1), on a : 



(P - p) (L - /) + (Q - '/; (M - m) + (R - 



'■) (N- 



;,■) ^ 



PL + QM+ RN -^ joL -]- f/M + i'N + /P + mQ + "^ 
= (0 («L 4- KM + yN + M' + [iQ + vH) = o.K 
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PL + QM + HN 



En résumé, fin se donnera la droite D qui doit porter une 
rotation; la spandour de cette rotation sera déterminée par la 
formulera); la deuxième rotation sera déterminée par les équa- 
tions (1). 

Il faut toutefois que l'on ait K 4= 0. Pour interpréter géométri- 
quement celte condition, cherchons la projection sur D de la 
vitesse d'un poiat M (a^j'z) de cette droite. C'est : 

^r.+ er,+Yr,-a(L + Qz-H/) + p(M + R^~P^) + Y[NH-Pj'-QA-) 
= aL + pM4-TN + P0^-^p) + Q(z«~37)+R(:i^p-j-«) 

Les coelficlenls de P, Q, R sont les moments y-v-i par rapport 
aux axes du vecteur unité porté par D ayant son origine en M. 
On a donc : 

et nous voyons en passant que la projection sur une droite D de 
la vitesse d'un quelconque de ses points est constante. SiK — 0, 
la droite est normale aux trajectoires de ses points. Ainsi : 

On peut décomposer d'une infinité de 
manières le mouvement d'an solide en deux 
rotations; la droite qui porte l'une des 
. 0' rotations peut être prise arbitrairement 
I pourvu qu'elle ne soit pas normale aux 

I trajectoires de ses points. 

'^ R' Soil OR, O'R' un système de deux rota- 

tions composantes; la vitesse d'un point 
quelconque M de OR est normale au plan 
M 0' R' et ce plan est, par suite, le plan polaire du point M. Les 
plans polaires de tous les points de OR passent donc par O'R'. 
Par suite : 

Les droites qui portent les deux rotalinnx sont dfux droites 
conjuguées. 
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Des relations (1) et (2), on tire : 

PL + QM + RN = pr + qm' -f m' + Ip' + mq' -i- nr' 

Le second membre représente le moment de chacun des 
vecteurs OR, O'R' par rapport à l'autre, le premier membre est 
yoi, V désignant la vitesse des points de l'axe hélicoïdal et w 
la rotation. Donc : 

Le moment de chaque vociciir rotation pav rapport à l'autre 
est constant, ou encore : 

Le volume du tétraèdre aonatruit sur les deux rotations est 
constant, 

8. Revenons maintenant au cas général où chaque mouvement 
composant est déflni par une rotation et une translation. Les 
rotations se composent en une rotation OR issue d'un point 
arbitraire du solide et une translation de vitesse V. Cette 
dernière et les translations des mouvements composants donnent 
une translation unique do vitesse V. On saura donc défmir le 
mouvemeut résultant par une rotation OR et une translation de 
vitesse V. 

On pourrait d'ailleurs se ramener au cas où tous les mouve- 
ments sont des rotations en remplaçant la translation de chaque 
mouvement composant par un couple de rotations. 
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NOTE I 

FORMULES iyOLIN"DE RODHIGUES. 



APPLICATIONS. 



1. Soiont deux Lrièdres tireelans'lûs T {Oxj-z), T' (O.r/ y' 2') 
ayant mémo origine et même sons. Les neuf cosinus dirocteurs, ■ 
par rapport à T des arôtes de T', peuvent s'exprimer rationnel- 
lement à l'aide de trois paramètres indépendants ; ons'enrend 
compte bien aisément en se reportant aux expressions de ces 
neuf cosinus à l'aide des trois angles d'EuIerç,-}',9; il suffît d'y 
remplacer les smus et cosinui de chacun de ces angles en 
fonction rationnelle delà tangente de l'angle moitié. 

Mais le résultat de ce calcul n'est pas simple. Nous allons 
indiquer un procédé qui permet d'obtenir des formules ration- 
nelles assez simples dues à Olinde Rodrigues. 

Le problème revient à exprimer les coordonnées (x,y,z) d'un 
point M dans le système Oa^yz en fonction de ses coordonnées 
{x',y',z') dans le système Ox'y'z'. Nous savons qu'on peut 
amener T en coïncidence avec T' par une rotation d'amplitude 6 
s'effeetuant autour d'un certain axe OR, de cosinus directeurs 
(a|ÎY) par rapport au premier trièdre. 

Le point M' lié à T et que la rotatfon précédente fait coïncider 
avec M a pour coordonnées (x',y',z') par rapport au trièdre T. 
Nous sommes donc ramenés à résoudre la question suivante i 

FAanl donné un trièdre do coordonnées l'eclsngulaii'es T, on 
fait tournée d'an angle 9 autour d'un axe OR issu de Toi-igine le 
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point W de coovdoimées ix',f. 2'). Trouver les coordonnées (x,y,z) 
do la position nouvelle M de ce point. 

Nous trailerotis d'abord des cas pai'tieuliers. 

i" Supposons Û=:4-^ et OM' perpendi- 
culaire à OR ; OM sRra iiormal à OM' et à OR ; 
par suite on a : 



:;0 



lx'a:+yy+ i 






car d'après l'identité de Lagrs 



^'~y/)'=(-=- 






On verra, en amenant ie trièdre direct OM'MR sur le trièdre 
direct Qxyz que la valeur commune des rapports précédents est 
-|- 1 . On a donc : 

1 a^ = pz' — -if 
(1) K = .^^'-„y 

2" Soit maititeuant quelconque et OM' perpendiculaire à OR ■ 

Une rotation d'amplitude + — amènerait 

M' en Ml. Décomposons le vecteur OM en 
deux composantes OP et OQ dirigées sui- 
vant OM' et OM,. 

On a en grandeur et en signe 0P= CM' cosO. 
OQ = OMj sin 0, En projetant sur les axes 
et remarquant que les coordonnées de M, 
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sont, données par les formules {!) on obtient : 



X =^ x' cos 4- (P'^' — ty') 
y = y cos +■ {-{x' — a-z') 
z = z' cos + (a/ — pj;;') sin 9 



§° Arrivons au cas général. Désignons par M'i (x',,j'\,z'i) 
et M, (xi,y,.Zi) les projections de M' et M sur le plan normal 
en à l'axe de rotation, et par p la mesure du vecteur OH, 
H étant la projection de M' sur OR. 

(^ Les coordonnées de M, et M', sont liées par 

les formules (2) et on a de plus : 







On en lire 



X =pa 4- x\ cos 9 + {^7.', 

= P^{1 — COS 0) + iE COS 6 + 



- ïj') sin H 
En projel.ant OVI' sur OH, on a : 

p = aa;' + p/ + yz' 
Portons dans l'expression do x ; il vient : 

c ^ ( 1 — cos 6) [ax' + [i/ + yz'! « + x' cos 6 -I- (p/ — y y') sîn 

Par permutation circulaire de a^y ot x'y'z' on aurait y et z, 
Posons maintenant : 



y Google 







1+1' + ? 


- + v- 








2w 


. + v).* 


' + (l+[x' — v= 


-1")/ 


+ 9(f..- 


-À' 


II' 






l+l' + f 


,' + v= 








9{X» 


-pi* 


' + 2(v,» + l)7' 


+ (! + ■ 


,'—!'- 


-f^"' 


12' 



Les formules précédentes deviennent alors : 

(3) {r = 

1 -h )-* -h [A- + v^ 

Toiles sont les formules d'Oilnde ilodrigues ; on voit iiuo les 3 
])aramûlPesÀ[iv qui y figurent sont les projections du vecteur 

port6 par OR et ayant pour mesure Iff ■ . Ce vecteur devient 
infini si e = -rr et, dans ce cas, les formules (8) deviennent illusoi- 
res. On aura des formules eonvenatit à tous les cas en rempla- 
çant i,'*,v par -,-,-; les expressions (3) deviennent alors homo- 

P P P 
gènes de degré zéro par rapport aux 4 paramètres )>[<.v p ; si on y 
fait f = Oon obtient des formules qui représentent toutes les 
symétries par rapport aux droites issues de l'origine, 

2. Pom- définir la position d'un solide 3 par rapport à un trièdre 
trù'ectangle Oxyz, nous prendrons trois axes rectangulaires 
O'-v'y'z' liés a'u corps solide, les deux trièdres ayant le môme 
sens. Soient (a,p,TJ les coordonnées de 0' ; iw',f,z') les coordon- 
nées par rapport aux axes mobiles d'un point quelconque du 
solide etX, Y, Z,T ses coordonnées homogènes par rapport au 
système fixe. On peut prendre : 

{p= 'h ;j.= — X* — v^) y' + 2 (y.v — Xp) z' 
2(v,^+Xp>/ + tp= + v^~À■^-^:.^.^' 



X 


==«T + (p= + X^-iA' 


Y^ 


= pT + 2(uX+vp)a:' 


Z = 


= -rT + 2(Xv-!Ap)œ' 


T : 


= X' +- ij.' + vM-p' 
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La position du solide sera détormiiiée par les 7 paramètres 
a,p,Y,A |A,y,p ; les quatre derniers peuvent d'ailleui-s varier propor- 
tionnellement sans que le solide se déplace. 

Les formules précédentes se prêtent très facilement à la 
définition et à l'étude des mouvements d'un solide. 

On aura tous les mouvements possibles en prenant pour 
«,p,'i'.^,pi.,v,p des fonctions arbitraires d'une même variable i. 

Si ces fonctions sont aîgéhriques, tous les points décrivent des 
courbes algébriques et le mouvement est dit un mouvement 
alfféLrique. 

Un mouvement algébrique est appelé uiilciirsul si tous les 
points du solide décrivent des courbes unieursales. 11 en sera 
ainsi si on prend pour les paramètres a, p, ■;■,)>, u.,v,p des fonctions 
rationnelles de t. En particulier, si a,p,«f,X.ji,v,p sont du premier 
degré en i le mouvement est unicursal et les trajectoires sont en 
général des cubiques gauches. 

On peut supposer «,p,v,X.,u,v,p fonctions de k paramètres indé- 
pendants {le < 5); on a alors un moin'eineiH à k paramètres et 
dit que le solide possède un der/ré de liberté égal à k. De même 
qu'un mouvement a un paramètre, un mouvement à plusieurs 
paramètres pourra être algébrique, unicursal. 

Si on assujettit 3 points du solide à décrire trois iilans 
quelconques, on obtiendra pour aT, pT, yT des fonctions homo- 
gènes du second degré, en X,ii,v,p et X,Y,Z,Tseront desfonctions 
horaogènes de second degré en ï|H,v,p ; on aura alors un mouve- 
ment à § paramètres unicursal. En exprimant qu'un nouveau 
point du solide décrit un plan on établira entre X,a,v,p une relation 
homogène / (X,[jt,v,p) — du second degré; le mouvement sera à 
deux paramètres et à tout point de la quadrique f (>,(/., v,p) = 
correspondra une position du solide. 

On se rend compte ainsi que le mouvement est unicursal et 
qu'il comprend une inflnité de mouvements à un paramètre dans 
lesquels 'toutes Içs trajectoires sont des coniques; ces mouve- 
ments correspondent flux génératrices rectilignes do la quadrique. 

Enfin, en écrivant qu'un cinquième point décrit un cinquième 
plan, on établit une nouvelle relation homogène /, (î.,jA,v,p) ^ du 
second degré. Le mouvement pst alors à un paramètre et, à 
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chaque posilioti du solide correspond un pointd'unebiquadratique 
gauche ; on voit ainsi que ce mouvement pourra être défini à 
l'aide des fonctions elliptiques. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ces généralités qu'on 
trouvera développées dans les Leçons de Cinématique de 
M. Kœnigs (Note III de IVI. Darlioux), nous bornant à laire l'étude 
d'un mouvement particulier à deux paramètres. 

8. A, B, G élaiil 3 points pris sur les axes OV 0'/' O'z' liés 
au solide, à la distance a de l'origine 0', on suppose que les 
points A, B, C et le cenlre D de la sphèi'e cireonsorito an 
tétraèdre O'ABC décrivent respectivement les plans 

Etudier le mouvement du solide. 

Nous conservons les notations préeôdenteïi. Les coordoniices 
des points A,R,(j,D dans lo syslème moliile sont respectivement 

(,,,.,0) („,.,„) :„,„,») (|, |, I) 

En expriinrint à l'aide dos formules (-i) que ces points décrivent : 

Y-f-/^0, Zh-X = 0, Xh-Y = 0, X + Y + Z + -T = 

2 

on obtient les relations ; 

-s- -;) T -H 2 a (;jJ, + Y^ H- Âv — ap) = 
4- a) T + 2a (V + ^^ + Xp _ vp) ^ 
(o) l ((c ..H p) '^ + "^^ (^- + W + !^v- Af) = Ù 

L 4- p + 7 + 5J T + ^ (if- - T + 4V + 4.W + .ivA, = 

Si on ajoute ces équations après avoir multiplié la dernière 
par — 2, on trouve p-^ 0; on peut dire que la quadi'ique dont les 
points correspondent aux positions du solide est un plan double 
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rejeté à l'inOni ; on tii'c ensuite des relations (5) 

faO} +,,.^ + v') = -2np 

{■/(>-' + !^' + -^)^- 2,1 ),,t. 

et les formules qui délinisHcnt notre inouvemont à deux paramè- 
tres sonl : 

, X = - ^sr/v + {V- — -j.' — v^) x' + 2ï.ti y' + il; z' 
Y = - 2flvX H- 2.a^' -1- ([A* -V-- v^) / + 2[Av z' 
' Z = — 2aX;x + 2Xv x' + 2v|/. j'' + (v' — \^ — [i.') z' 

! T = X^^^-^-.'^ 

Les seconds membres sont homogènes du second degré en 
A.tÀ.v. Donc : 'Fous hs points décrivent des surfaces de Sleiiier. 

Nous supposons connues les principales propriétés de ces 
surfaces. Il y a, comme on sait, une infinité de coniques tracées 
sur une surface de Sleiner : on les obtient en la coupant par ses 
plans tangents. Si un point du solide décrit une conique sur sa 
surface de Steiner, on aura un mouvement à nn paramètre défini 
par une relation linéaire et homogène en )«,fi,M et, par suite, tous 
les autres points décrivent des coniques sur leur surface de 
Bteiner. 

Arrêtons-nous particuHèrement sur la surface S' décrite par 
0'. Elle est rejirésentée par les équations. 

Y = — 2wvX 

Par élimination deÀ,;j.,v. on obtient : 

Y^Z^ + Z=X* + Xn'î + 2aXYZ T = 

Oette équation montre que les axes des coordonnées Ox O/Oz 
sont les trois droites doubles de la surface. Celle-ci admet 
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Ox Oy Oz pour ases de symétrie binaire et les quatre droiles 
a: = £j' = e'z {e = ± 1 t' = ± 1) pour axes do syiiiétiio 
ternaire . 

Cherchons !os coniques de contact. 

Un plan Ax + Br h- Cz — aT = Ù coupe la surface suivant une 
courbe unieursale du quatrième ordre définie par la relation. 

Î.2 + jxî + v^ 4- 2A|j.v + 2Bil + âCV = 

Celte courbe est formée de deux coniques confondues si le 
premier membre est carre parfait; ce carré parfait sera nécessai- 
rement de la forme (i + £;i + e'v)-; (z = zt'i e'=±I) 
et on aura : 

A ^ «' B =: s' G=t 

Il y a donc quatre coniques de contact situées dans los quatro 
plans ti'x + e'/ + Eï — a ^^ ; elles correspondent aux quatre 
relations linéaires X + tj* -h s'v = 0. 

On se rend compte facilement que les 4 plans qui précèdent 
forment un tétraèdre régulier (T) ayant pour centre ie point 0. 
Les axes Oj-,0/, Oz, sont les droites joignant les milieux des 
arêtes. Les hauteurs de ce tétraèdre sont les ases do symétrie 
ternaire de la surface. Los coniques de contact seront les 
cercles inscrits dans les quatre faces, car elles doivent se repro- 
duire par une rotation de 120" dans leur plan. 

On peut donner une autre définition du mouvement qui nous 
occupe, en partant de la surface S' lieu de 0'. 

Puisque p = le trièdre O'x'/z' a même orientation que le 
syméirique de Oxyz par rapport à une certaine droite OR de 
coeflîcienLs directeurs Vv. 0r(a, p, -/) désignant les coordonnées 
de 0' on a : 

aX = |5[i = -'v 

L'avQ 0r{ pourra, par suile, se déduire du rayon vecteur 00' 
en prenant les symétriques des 3 plans 03;0', 0/0', OzO' par 
rapport aux plans bissecteurs du trièdre Oxyz; ces trois 
nouveaux plans passent par une même droite qui est OR. 

Le point 0' étant donné, on saura donc trouver la position 
correspondante du trièdre Ox'y'z' par une translation et une 
symétrie par rapport à une droite facile à construire. 
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Dans !e mouvement prêcédenl, i! y a quatre points, les points 
A,B,G,Dqui décrivent dos plans. Cherchons s'il n'y «n a pas 
d'autres. Pour que le point M {x',y',z') du solide décrive le plan 
AX + BY + CZ + DT = 0, i! faut et il suffît qu'en remplaçant 
dans le premier membre de l'équation du plan X, Y,Z,T par 
leurs expressions (6) on obtienne une fonction homogène en 
^,[:!,v identiquement nulle. Los conditions sont : 



kx' 


-Bj' 


- Ci!' + D = 


By' 


-CV 


— A^' + D = 


Ci,' 


-kx' 


-B,y' +D = 



l Cj-' + B;;'-aA = 

(8) ' \y-' ^ Cx' ~ aQ = {} 

I Bx' + Ay' — aC ^0 

Des relations [7; ou tire 

Aï' = By' z= Cz' ^ D 

Supposons d'abord x'y'z' =|= 0; alors on ne peut avoir D = 
sans cela A,B,G,D serpient tous nuls. En remplaçant dans les 



^"(/" ^- 2'-) = y^z'^- + œ'"-) = z'^x"- + y") ^ axy'z' 

ce qui exige d'abord x'^- ^ /- = z'-. On satisfera k ces égalités 
on prenant 



On aura ensuite 
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Nous trouvons aÎQsi quatre points qui décrivent des plans, les 
points : 



Ces points sont le point D et ses symétriques ])ar rnpport aux 
Qxes Ou trièdre O'x'y'x' . Les plans corresponilanls sont les 
lilans : 

?; + ï + 4 + T = o 

x' y' y. 

ou ttœ + s'/ + sz + 5 = 

Ces plans forment un tétraèdre régulier (Tj) de eentre 
I 
homothétique dans le rapport — 5 du tétraèdre (T) ayant pour 

faces les plans des cercles de contact de la surface S'. 
Examinons maintenant le cas où x'}-' z' = ; on ne peut avoir 

car les relations (7) et (8) donneraient 

cela était à prévoir puisque le point 0' no décrit pas un plan ; 
oti n'a pas non plus une seule coordonnée nulle; si on avait, 
par exemple, x'y' 4^ et z' — 0, les relations (7) donneraient 

U = A = B = 
et les relations (8) 

C = 

Soit donc par exemple ic' = /' = z' 4^ ; d'après ("} on aura : 

D:=0 C = 
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et les relations (8) deviennent 

Bz' — nA = Az' — ^iB = 
On aura, en éliminant A et B 



On velrotive ainsi que le point C décrit ie plan x -h y :=0; on 
voit en outre que le symétrique de G, par rapport à 0' décrit le 
plan X — ^- = 0. De même on établit que les symétriques de A et 
B, par rapport à 0' décrivent les plans r — z = x — z = 0. 

Il y, t donc en tout ÎO points da solide qai décfivenl des plans. 
Si (T') est le tétraèdre avec lequel (T) vient coïncider quand on 
amène Oxyz sur O'x' y' z', les dix points enquestion sontles mi- 
lieux des arêtes de (T') et les pieds des hanteurs do ce tétraè- 
dre. Les pieds des hauteurs décrivent les faces du tétraèdre (T,) 
et les milieux des avfttes décrivent les sisplans passant par chaque 
arête de (Tj) et le milieu de l'ai'èle opposée. 
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NOTE II 



LE DÉPLACEMENT CONSIDÈRE COMME IIÛMOGRAI'HIE 
ET TRANSFORMATION' PONCTUELLE. 



1, Soit une homographie plane tmnsfoi'inant le point M de 
coordonnées homogènes (z,j-, /) en un pûinL M' ix',/./.'}. On a : 

!lix' --- ox -{- hy + cz 
by' ^a'.r+ L'y +c'z 
h-i' =^-o''x^ AY+c'z 

h désignant ui facteur de proportionnalité. 

Le point M coïncidera avec son homologue, si ses coordonnées 
vérifient : 

!>x H- /)/ -h cz ^ a'x -\- L'y -{- c'z _ a"x+h"y+ c"z 



(a ~ ?) ^ 4- hy + cz = 
a'x + {h' — p) y + c'a ~ 
R^x -h h''y + (e" — p) z = 

p étant la valeur commune des trois rapports précédents. 

Gomme a;, y, z ne sont pas tous nuls, i'inooonue auxiliaire p 
doit être racine de l'équaLion : 
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1-12 NOTE II. — LU DÉPLACEMENT CONSIDÉSÉ COMME HIIMOCUiPHir 

DansiR cas général, l'équation (3) a trois racines distinctes 
auxquelles correspondent trois points doubles distinutb foinant 
un triangle. On conçoit que si les coelficients s,b,c, etc ont de» 
valeurs particulières, il pourra ne plus en être ainsi nousdironi 
alors que l'Homograpliie est singulière. Par exemple, la symétrie 
par rapport à une droite est une homographie singulière, car 
tous les points de l'axe de symétrie sont des points douhles. 

2. Cela posé, remarquons qu'un déplacement dans le pian 
amenant le point M en M' est une homographie particulière 
définie on coordonnées rectangulaires par des formules telles 

que 

!hx' = <-!z + X cas — / sin 8 
hf = fo -H a; sin e -h / cos 6 
hz' = z 

Cherchons les points doubles de celte homographie. Les 
équations (2) sont actuellement : 

5 e ~ p) X — 7 sin a -)- oz = 

sin X -H 1' (cos — p) + Az = 

et l'équation (S) devient r 

{p — 1) [(cos — p)^ -4- sin^ ûl = 

A la racine p =; 1 correspond un point réel à distancefinie inter- 
section des deux droites : 

i (cos S — 1) X — / sin 8 + az — 
I sin 6 x ^- / (cos O — 1) + -dz — 

On retrouve ainsi que le déplacement revient ii une rotation 
autour d'un point. 

Aux deux racines imaginaires conjuguées cos a ± i sin cor- 
respondent les deux points 

i7±w = 
c'est-à-dire les points cycliques du plan. Ainsi ; 
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ET TRWSFOniIATION PONCTUELLE. l-i3 

Uu déplacement dans !o plan est une homographie non singu- 
lière ayant pour points doubles !o centrs de rotation et les deux 
points cycliques. 

Nous supposons bien entendu 6 ::^ 0, c'est-à-dire que le 
mouvement ne soit pas une translalion. Dans ce dernier cas, 
tous les points de la droite de l'iniiiii sont des points doubles et 
l'homographie est singulière. 

3. Inversement cherchons les homographies à coeflicîents 
réels conservant les points cycliques. Elles n'altèrent pas la 
droite de l'infini et par suite pour z ^ on aura ; 

Les formules de transformation peuve.it donc être prises sous 
la forme ; 

!x' = az + ax 4- p/ 
(4) }y = !jz + a'x ■+- f.'y 



Tour z = j' = liz /x on doit avoir 

z' = i) r'^ àzix' 
Ces deux conditions se r; 



ou « 

«■■=^-p, ?' = « 
Lu posant : 

a =-. r eos 9 p = — !■ sin 9 a ^ ra' b = rb' 

on obtient : 

[x' — r [dz + a: cos 6 — 7 sin 6) 
) y' ~ r [b'z + X sin e + 7 eos 6) 



D'après ces formules, on volt que : Toute Bomograpbie à coef- 
ficients i-cels, conservant les points cycliques du plan revient à 
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un déplacemenl suivi d'une Homo thétie par rapport s l'originn. 

On se rend compte d'ailleurs faciiemeol que toute Homothétie 
est une homographie singulière ayant pour points doubles le 
centre d'Homothétie et tous les points de la droite de l'iiifini ; 

4. Passons maintenant au déplacement dans l'espace. On sait 
qu'il peut s'obtenir par une rotation autour d'un axe suivie d'une 
translation parallèle à cet axe. Si celui-ci est pris pour axe des 
z dans un système de coordonnées rectangulaires, les coordon- 
nées homogènes {x,Y,z,t) et (x' ,/ ,ii' ,t') des points M et M' qui se 
correspondent en vertu du déplacement sont liées par les for- 



/ iix' = .c cos 8 — / siû 
) h/ = ï sin e + j' cos e 



\1U' 



-. t 



h désignant un facleui' de proportionnalilé. La correspon- 
dance entre M et M' est doue Hoinographique. 

Si ou considère une homographie dans l'espace, on voil, 
comme pour le plan qu'elle admet en général, 4 points doubles 
distincts formant un tetracdic Pour certaines Hoinograpliies 
particulières, il peut ne plu» en ttre ainsi; nous dirons qu'elles 
sont singulières. Par c\emple la symétrie, par rapport à un 
plan, est uneHomo^nplite singulière. 

Revenons à l'homogiaphie délînie par les formules (5) et 
cherchons ses points doubles. Ils vérifient 



X cos - 



1' sin e 



oe -f- /cosfl 



-i -h Ht t 



l X {cos 6 — p) — 7 sin e = 
1 ar sin + }■ (cos Û — p) — 

l'inconnue auxiliaire p étant racine de i'équalion 

(p ~ -l)" l(oos « - p)' + sin- 0] = , I) 
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A p= 1 correspond le point l = x=y = 0, c'e3t-à-(3ire le point 
à l'infini sur Oz et aux deux autres racines eos 6 + J sin 9 corres- 
pondent les points oyoliques du plan des x^. Donc : Le déplacement 
dans r espace est une hoinoi/raphie singulière admeUanl trois pointa 
doubles : les points aycliques d'un plan et le point à V infini dans 
la direction normale è ce plan. 

Il n'y a donc pas de point double k distance finie en supposant 
bien entendu le déplacement quelconque; s"il se réduisait à une 
rotation, tous les points de l'axe de rotation seraient des points 
doubles; si le déplacemeol. est une translation, tous les points du 
plan de l'infini sont des points doubles. 

La propriété précédente n'est pas d'ailleurs caractéristique du 
déplacement. Si on cherche les Homographies qui conservent les 
points cycliques du plan des xy et le point à l'infini sui' Qz {Osyz 
étant trirectangle) on trouve sans difficulté : 



{x=-r{a-\-x cos — y sin 01 
] y' = r {b+ X sin 8 + j' cosfl) 

I / = r' (c + z) 

Tant que i'' est différent de 1, on a une hoinos:raphie non 
sinKuhère ayantun point double à distance finie ; quand / tend 
vers 1, ce point double vient se confondre avec le point à 
l'infini sur Oz. 

5. Le déplacement dans l'espace est une homographie n'alté- 
rant pas le cercle imaginaire de l'infini; en effet, un déplacement 
conserve le plan de l'infini et change une sphère en une autre 
sphère. Inversement, cherchons les Homographies laissant 
invariant le cercle imaginaire de l'infini; le plan de l'infini devant 
se correspondre à lui-même, elles seront de la forme : 



I z' = At •{- aw + a'y + a"z 
\y' = Bi+ ba:-\- h'y + b"z 
) z' = Ct -ir ex + c'y + c"z 
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l'iii oulro pour t --- o x^ -i- y' + z' = 0, on doit avoir 

t' =-- x'- + /- 4- 2" = 

c'est-à-dire que sous îa conilition a:- + j'' + z^ ^ on doit avoir 

{8x -f a' y 4- a"zY -j- [hx -H h' y -v- h"/)^ + (ex -h c'y -+■ c'zf =. 

ce qui entraîne les relations : 

(fi) H- 4- // + (,'- = a'= + b'- + ';'- = a""- -1- h"- + e"- = ;■' 

(7) a'a" 4- i'A" + t'c' = «";i + i"/' + rV ^^ .ta' + bb' + ce' =^ 

Posons 
a = i'a, b^if^ c = ry,eto; A—'-I'To, B = /y^, G = j'Zj, 

Les lormules précédentes deviennent en revenant aux coordon- 
nées absolues 

Ia' = i' [x^ + «X + ct'y -î- a"z) 

(8) }y = r{y.-^^x + ?'y+rz} 
(z' ^ v{z,+i^ + y'y-h-!"z) 

I.esK^Y, etc., vérifient les relations 

{&) yy + p' + f = »'^ -1- p'^ -t- y'^ = «"-^ + p + -i"^ = 1 

{-') «'y-" ^ p'fi" + y'y" = a"« + fJ"f. -h y"ï = Ks' -i- &f + ïy' = 

et, en outre, on peut choisir le signe de rde façon que le déter- 
minant 



soit égal à 4- -1. 

a, fi, Y, etc., sont donc les cosinus directeurs des axes d'un trièdre Iri- 
rectaugle superposabJe au trièdre de coordonnées et les formules (8) 
montrent que : Toute transformation homogcaphique conservant 
Je cercle imaginaire de î'inBni revient à un déplacement suivi 
d'une Honiothélie par rapport à l'origine. 
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6. Un déplacement dans le plan amenant un point M Çr,/) en 
un point M' {x',y') peut être regardé comme une transformation 
ponctuelle qui laisse invariable la fonction (a^i — j:)^ + (7, — y)^ 
des coordonnées de deux points quelconques; cela résulte de 
l'égalité M'iVl',, = MM, ; celte propriété appartient aussi à la 
Bsniétrie par rapport à une droite. Pareillement un déplacement 
dans l'espace et une symétrie par rapport à un plan sont des 
transtormalions ponctuelles laissant invariable la fonction 
{x, — 3;)^ + (j"] — 7)^ -H {z, — 2]^ des coordonnées de deux points 
quelconques M et Mj. 

Nous allons voir que cette propriété caractérise le déplacement 
et la symétrie parmi les transformations ponctuelles. Nous 
traiterons uniquement du problème relatif à l'espace le cas du 
plan ne présentant aucune difliculté. 

Tout d'abord, si une transformation ponctuelle du point M {x.,j,z) 
en M' {x',y',z') laisse invariante la fonction précédente x',y',z' 
seront des tondions linéaires de 37,7,z. En elïet, en prenant M, 
infiniment voisin (le M, on aura : 

dx'^ + tf/* + dz'- =: â:if- + df + dz^ 

ce qui entraîne les conditions ; 



l L \ d.,; 

\m 

1 V -— 

\ vi dx' 



Eu différonliant les idcntilcs (iO) par rapport à a;, y, z veripec 
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HOHOGPAI'UIK 


U\ 


-■ornent et 


posant 










*=s 


dx' 
dx 


ô'x' 
dydz' 








on 


. obtient : 




B + C 


- G + A = 


A+B = 





et 


par suite 













A = B = = Û 

Montrons pnr exemple que les trois dérivées partielles 
d'w' __ d^/ 

En différentiant par rapport à z et 7 les deux dernières iden- 
tités (9) et tenant compte de A =:^ 0, on a : 



m- 






Le déterminant de ces S équations homogènes en 0, v, ir est 
différent de zéro, car son carré, en vertu des relations (9) et (10) 
est égal à 4- 1 . On a donc n= v = w= 0, 

Reste à démontrer que les dérivées partielles telles que 

d^x' d'-y' dV ■ -j ,- . ,1 

— ^— -V— sont aussi identiquement nulles. 

ax'^ dx" ox^ 

En différentiant par rapport à x la première des identités (9) et 
le.i deux dernières identités (10), on a ; 



1 dx' d'^x' 

i dx àx" 

j y dx' à'x' 

\^ dy dx" 

dx' à^x' 

dz dx'' 
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Ces équations homogènes, par rapport aux ii dérivées par- 
tielles, ont un déterminant différent de zéro et par suite : 

■ O^x' ____ d^f ^ d^y.' _ 
àx^ dx^ <)x^ 

En résumé, toutes les dérivées partielles du second ordre des 
fonctions x',f,z' de x,y,/. sont identiquement nulles, 
et on aura : 

f a:' = 3;o + tue -H «'/ + a"-: 
(II) ' / = J"+P^ H-P'j' + r^ 

( ^' ~ ^0 4- ï^ + ï'7 -i- '/"^ 

x„,y^.^^ a.^jV... etc., désignant des constantes. Les relations (9 
et (10) deviennent : 

(O'') »■= 4- P^ + f ~ «'' + p'- + ï'- = «"' + p"^ + /' = 1 

(10') «'«"-4- p'p" + v'r" = «"" + ?'> + ï'V ^ "«' + P!i' + ïï' ^ t) 

Si le déterminant 

I « P Y I 

I «" P" t" I 

est égal à + 1 les formules (11) définissent un déplacement. 

Si le déterminant est égal à — i on voit que le point M' trans 
formé de M pourra s'obtenir en faisant subir un déplacement au 
symétrique de M par rapport à l'un quelconque des 3 plans de 
coordonnées rectangulaires. 

0. En considérant une rotation autour d'un axe issu de 
l'origine, amenant M(ir,j',z) en M'('j,',j'',2'),cûmme une substitution 
linéaire homogène laissant invariante la fonction X' -j- y^ + z^ 
on retrouve assez simplement les formules d'Olinde Rodrigues. 
On doit avoir : 

x" -x' ^y'-~f + z" — z'^0 
ou ({$) XX' + YY' + ZZ' -= 
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en posant 

lX=^x' + x, X' = x' — X 
} Y -= 7' + /, Y' = y — y 

X',Y',Z' seront dos fonctions linéaires et homogènes de X,Y,Z 

£icil : 

f V - AX -h liY + 07. 
\ \' = A'X -I- B'Y ^■■ C7, 
( 7/ = A"X H- B"Y + C"Z 

La relation (i'2) étant satisfaite quels que soient X,Y,Z, on 
doit avoir : 

. A ^ B' = C' - C + B" = A" + G = B + A' = 

En posant 

B" = — G' =^ À G = — A" = (A A' =. — B ^ V 

ou aura donc : 

1 x' ^X--^^ [v.' + ^} - V ,'v' + V) 

y - / = V {x' + x) - \ [yJ + -A 

(yj ^ y, ^X (,.' + j,.i _ ,^ ia:' + ,,^) 

ou (13) } / + )-z' — va:' =/ -i-v^ — )>z 

( ^' -h \ijc'— y.f = 2 + ).j- — \ix 

H suffit de résoudre, par rapport à x' f z', pour retrouver les 
formules d'Olînde Rodrigues. On fera rapidement le calcul en 
adjoignant aux équations (13) la relation : 

(•U) y.x' + 1-1./ + vz' = \x + '^.y + vz 

qui en est une ccnst'qiience.On aura a.' par exemple en nriullipliant 
les équations (13) par 1, — v,;/. respectivement, l'équation (li) par 
X et aiouLaut. 
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Si Oit chercha les points doubles de la transroi'mation à l'aide 
des relations (là), on Lrouve toul de suite qu'il y en a une infinité 

silués sur la droite - = - = -^. Ce sont là les équations de l'aso de 
rotation . 

En prenant X = x' — x, X'^3;'-i-a:, etc. ; la transformation 
ne serait plus une simple rotation. On vérifie sans peine que, dans 
ce cas, l'origine est le seul point double. Comme on passe 
d'ailleurp du premier cas au second en changeant x,y,z en 
— X, —y, — z, on voit que cette deuxième transformation est 
une symétrie par rapport à l'origine accompagnée d'une rotation 
ou, ce qui revient au même, une symétrie par rapport à un plan 
passant par l'origine accompagnée d'une rotation autour d'un 
ase normal au plan. 
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NOTE III 

LE COMPLEXE LINÉAIRE. 
APPLICATION A LA CINli.MATlQUE. 



1. Coorilonnées de tiroiie. — On sait ([u'une droite ^ 
peut éiïii l'oiJi'éseiilée dans l'espace par les lîquations. 



X, y, z désignant les coordonnées d'un point quelconque de la 
droite el a,p,f des coefficients directeurs. Les plans projotant la 
droite sur les plans de coordonnées ont pour équations : 

vY - [iZ = Y/ - f.z = i 

pX — «Y — (S;/; — w7 = V 

Les SIS quantités «,p,Y,Â,[i,v, introduites par Plûckei" s'appellent 
les coordonnées de la droite i. On voit qu'elles ne sont détermi- 
nées qu'à un facteur de proportionnalité près et vérifient la 
relation 

(2) oi -i- pji + Y' = 

Réciproquement, six quantités «,P,vA,|*,v satisfaisant à l'égalité 
{2) définissent une droite. En effet, les 3 plans représentés par 
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les équations {1) passent par une même droite i eu vertu do la 
relation (2) et ia pour coordonne'es a,p,Y,i,[A,v. 

Les coordonnées étant rectangulaires, on voit quelle est la 
signification des six coordonnées de droite: a.p.ïsont les projec- 
tions d'un vecteur A B porté par A et ayant pour origine le point 
(^ij'.^); Ki^." sont {es moments de ce vecteur par rapport aux 
axes; en d'autres termes, a,l3,v,X,;j.,v sont les coordonnées du 
vecteur AB. 

Si la droite A est définie par deu>c points M ix,y,ii), M' [x'./,-/) 
on peut prendre 



(3) 




1!=^:;: 


et par s 


ni te 


i X ^ xy' — yz' 



Les coordonnées étant homogèncf;, on rc;np!acera les formLdij 
(3) par les suivantes : 

t=wl' — x't 
i=yl' -yt 



Si la droite A est délinie comme intersection de doux plans 
P(h,v,iv"), P' {ii',v',w') on éliminant X, Y, Z onlre les équations 
des deux plans 

\ iiX + i-Y + irZ + 1 = 
)u'X+ y'V+ »■'/+ 1 =0 

on obtient les équations des plans projetant A sur les plans de 
coordonnées. Par comparaison aveo les équations (1), on voit 
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qu'on peut pi'ondi'o 

(3-) iv-=y- 



(i'i ;p = .nv 



les plans sont définis par des coordooiiées hoinogèr 
, w, il), on substituera aux Formules (3') les suivantes : 



= wli — n'h 

2 Complexes. — En assujettissant une droite à une condi- 
tion géométrique, on obtient, puisque les équations (1) sont 
homogènes en n,p,Y ,X,|;.,v une relation homogène 

(5) /■(,,p,T,l,|.,«)=0 

entre les coordonnées de cette droite. On dit que toutes ios 
droites i, satisfaisant à celte condition, forment un complexe 
ayant pour équation l'égalité (5) . 

Les droites du complexe passant par un point quelconque 
M' {x',v',z') de l'espace forment un cône dont l'équation ponctuelle 
s'obtient en remplaçant dans l'équation du complexe a,fl,Y,).,^,v par 
teurs expressions (3), (4) et regardant 3;, j',z comme les coordon- 
nées courantes. Ce cône est le cône du complexe relatif au 
point M'. 

Corrélativement les droites du complexe situées dans un plan 
quelconque P' (/y,y',ir') enveloppent une courbe dont l'équation 
tangentielle s'obtient en remplaçant dans (5) 1,|*,v,«,B,y par leurs 
expressions (3') et (4') et traitant î/,y,ircomme les coordonnées 
tangentielles courantes . La courbe précédente est appelée 
courbe du complexe relative au plan P', 

Si on enectue un changement de coordonnées, on peut se 
rendre compte aisément que les anciennes coordonnées d'une 
droite sont linéaires et homogènes par rapport aux nouvelles. 
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Cette remarque permet de classer les complexes on complexes 
algébriques, et complexes transcendants, et de définir l'ordre 
d'un complexe algébrique . Cet ordre est le degré invariant de 
l'équation i^S) du complexe, supposée mise sous forme rationnelle 
et entière. Ce que nous avons dit sur la manière d'obtenir les 
éijuations ponctuelle et tangenlielle du cône et de la courbe du 
complexe montre immédiatement que : 

Le degré du cône du complexe, et la classe de la courbe du 
complexe sont ègsiix à l'ordre du complexe. 

3. Complexe linéaire. — Le plus simple pitnni les 
complexes algébriques est le complexe ayant une équation do la 
forme : 

(6) Al + B|. + Cv + La -+- Mp -,- Sr = 



A,BjC.... N diisignant des coollicicnts quelconques. On l'ap- 
pelle complexe linéaire. 

Si A,B,C, etc., vériflect AL + BM + CN^ A,B,C,L,M,N 
sont les coordonnées d'une droite D. Si on se reporte à l'expres- 
sion du moment d'un vecteur poi'té par D par rapport à un 
vecteur situé sur A, on voit que la relation (6) est la condition 
nécessaire et suffisante pour que i rencontre D. Le complexe 
linéaire est alors formé par toutes les droites qui rencontrent D 
et on dit qu'il est spécial. Dans tout ce qui suit, nous supposons 
le complexe non spécial, c'est-à-dire AL -j- B M -4- C N 4^ 0. 

Une conséquence immédiate de la relation (6) est la suivante : 
Cinq droites quelconques déterminent un complexe linéaire et 
un seul. 

Cette relation étant du premier degré, il en résulte que le cône 
du complexe est du premier degré et la courbe du complexe de la 
première classe. En d'autres termes : 

Les droites d'un complexe linéaire guipassent par un même 
point M sont situées dans ua plan P et corrélativement. 

Les droites d'un complexe linéaire, situées dans un plan P 
passent par un même point M. 
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Le plan P est dit le plan polaire ou le plan focal du point M et 
MIepô/e ouïe /oi-ei-du plan P. 

La propriété précédente et sa corrélative suffisent pour faire 
toute la théorie du complexe linéaire. En reprenant les raisonne- 
ments des numéros 11, 12, 13 (Chapitre III. Livre III), on établit^ 
!es théorèmes suivants que nous ne faisons qu'énoncer : 

I. Les plans polaices de tous les points d'un plan passent par 
le pôle de ce plan et corrélativemeni; i Lespôles de tous lesplans, 
passant par un point sont dans le plan polaire de ce point. 

II. Les plans polaires de tous les points d' une droitel) passent 
par une droite D' qui est aussi le lieu des pôles des planspassant 
par D, Les droites D et D' entre lesquelles il y a réciprocité sont 
dites eonjaguées par rapport au complexe. 

III. Toute droite du complexe est sa propre conjuguée et réci- 
proquement si une droite coïncide avec sa conjuguée, elle 
appartient eu complexe linéaire. 

IV. Si une droite rencontre deux droites conjuguées, elle 
iaii pa-rtie du complexe et réciproquement toute droite da 
complexe qui rencontre une droite rencontre aussi sa conjuguée. 

On appelle direction principale la direction du pôle I du plan 
de l'infini. Les plans polaires des points à l'infini passent par I, 
c'est-à-dire sont parallèles à la direction principale ; on les nomme 
plans diamétraux du complese. 

Les plans parallèles à un plan donné pouvant être considérés 
comme passant par une droite D' du plan de l'infini, le lieu de 
leurs pôles est une droite D conjuguée de D'. Le plan de l'infini 
passant par D^, D sera parallèle à la direction principale. On 
appelle D un diamètre du complexe. Parmi les diamètres, celui 
qui est le lieu des pôles des plans normaux à la direction princi- 
pale joue un rôle fondamental; on le désigne sous le nom d'<i.ve 
centralda. complexe. 

Tout point de l'axe central !)„ a pour plan polaire le plan 
normal à cet axe. Il en résulte quo toute droite qui rencontre 
normalement l'axe central fait partie du complexe. En appliquant 
ensuite la réciproque de la propriété {IV), on voit que D et D', 
désignant deux droites conjuguées, tout plan normal à l'axe 
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ceotral D,, ie coupe ainsi que D et D' en 3 points en ligae droite, 
En d'autres termes, la quadrique réglée passant par Do, D, D' 
est une pavaboloïde hyperbolique ayant un plan directeur 
nornaal à l'axe central. En conséquence, D„, D, D' sont pa- 
rallèles à un même plan d'où on tire que : Ln perpendi- 
culaiee commune à doux droUes conjuguées remontre l'axe 
central normalement. Le fait que Do, D, D' sont parallèles à un 
même plan peut encore s'établir ainsi : 

Considérons le pian P mené par Û parallèlement àD', son pôle 
est le point où il rencontre D' ; ce pôle est donc à l'inflni ; dès 
lors, P est un plan diamétral et, par suite, est parallèle à D„. 

Cherchons les équations de l'axe central ; auparavant, iiéler- 
minons la direction principale. L'équation du pôle du plan 
{u',v',w',Ii')est 

2 A {uh' — n'h) H- i L (irv' — vw') ^ 
Pour ((' = y' = w' — 0, celle équation devient : 

h' (A^h-Bf + Cai-) = 

Le pôle du pian de l'infini a donc pour équation : 

Au + BF+Cir^O 

et la direction principale a pour coefficients directeurs A, B, 0, 

D'autre part, la normale au plan polaire du point {x,y,z) a po\u' 

coefficients directeurs : 

L -j_ Bz - Cy, xM -I- Cx — Az, N + \y — Hx 
Les équations de l'axe central sont donc ; 

L + Bz - C/ _ •j.i + Q.x- Az __ X + A^ - Bjg 

A ~ B G C^) 

Si on clioisit l'axe central pour ase des z, les équations précé- 
dentes doivent se réduii'e h x =: 7 " û . 

Ce qui exige A =^ B = L ^^^ M = U et l'équation du complexe 
prend la forme réduite ; 

Cv + Ny = 
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A. Kôle du eoiti]ilexe linéaircen. Cinématique. — 

Le îhéûrèmt! suivant montre comment le complexe linéaire se 
rattache à la cinématique. 

Dans un solide en mouvement, les droites qui sont h un instant 
donné normales aux trajectoires de tous leurs points forment un 
complexe linéaire. En effet, soit i une droite du solide de coor- 
données A,[i,v,c(,p,Y. Si elle est norniale à la vitesse d'un de ses 
points M {x, Y, z\, on a : 

Oi', les projections de la vitosse d'un point du solide sont de la 
forme : 

(8) I '>' ■= b + rx — pz 

La condition précédente s'écrit alors : 

iia -!- ip -h cy -h p (y/ — S^") + q («^ — tx) -f- /■ ('ix — 'i-f) = 
OU encore : 

(9) SK -h À^ ^- f{ 4- pK -h q\i- + r,( = 

équation d'un complexe linéaire. 

Le plan polaire d'un point dans ce complexe ost le plan normal 
à la vitesse du point considéré. L'axe conlral a pour équations 
d'après 

a + qz — ry __ b -i- fx — />z _ e + ;'/ — qx 

(7-; — ^— - l - ■ c 

C'est donc Taxe du mouvement hélicoïdal instantané. Le 
complexe est spécial si on a : 

ap -H hq -H cr — û 

c'est-à-dire si le mouvement instantané se réduit à une rotation. 

Puisque dans les formules (8) a,b,c,p,q,rQ(i sont assujetties à 

aucnne relation, on voit que ; Réciproquement tout complexe 
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linéaire peut être regardé comme formé par les droites qui, dans 

un solide en mouvement, sont, à un instant donné, normales aux 

vitesses de tous leurs points. 
Cette interprétation cinématique du complexe linéaire, en 
facilite souvent l'étude. Gomme applica- 
tion, indiquons une relation très simple 
i\ laquelle satisfont les droites A d'un 
complexe linéaire {^). Soient (/la lonj^ueur 
de la perpendiculaire commune M H à A et 
à l'axe central D», 9 l'angle aigu de Aavec 
Dû. Les deux droites M H et A appartenant 
au complexe, le point M est le pôle du 
plan HM A et, par suile, la normale en M 
à ce plan est la vitesse M V du point M. Si 
on désigne par 6 l'angle de cette vitesse 

avec l'axe central, par tu et 3 la rotation et la translation portées 

par cet axe. On a : 

U 
et d = li Igli 



et comme tp et û sont complémentaires. 

dlff ç = /f (10) 

On peut considérer la relation (10) comme une sorte d'équation 
intrinsèque du complexe (a). Ceiui-ci sera complètement défini si 
on donne son axe central D», son paramètre k et en outre son 
sens. Voici ce qu'il faut entendre par sensd'un complexe linéaire ; 
Imaginons un observateur couché suivant D„; si un mobile dé- 
crivant la droite A de manière ù monter par rapport à l'observa- 
teur se déplace de la gauche vers la droite, il en est de même si 
on place l'observateur sur Do dans l'autre sens. 

On dit alors que A a le sens dextrorsam par rapport à D». Si le 
mobile décrivant A de manière à monter se déplace de droite à 
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gauche, on cîîra que i a !e sens sînislrovsum. Gela posé, il est 
visible que toutes les droites d'un complexe linéaire ont même 
sens par rapport à l'axe central. Par exemple, si les vecteurs 
rotation et translation ont le même sens, la droite D, qui porte la 
vitesse MV a le sens dextrorsam, et A le sens sinislrorsum par 
rapport à Da ; on dit, dans ce cas, que le complexe est sinislror- 

Si la rotation el la translation sont de sens contraires, le 
complexe sera dextrorsam. Observons que si on soumet un 
complexe linéaire à une symétrie par rapport à un plan normal à 
l'axe central, on obtient un nouveau complexe linéaireayantmémo 
axe central et même paramètre que le premier, mais do sRns 
contraire. 

On peut donner le sens d'un complexe linéaire en affectant d'un 
signe le paramètre k; on conviendra, par exemple, que si k est 
positif, le complexe est dextrorsum. 



5. Complexe des droites reelaugrulaîi'es avee 

leurs eotijuguées. — On a vu que les droites D rectangu- 
laires avee leurs conjuguées par rapport au complexe linéaire 
(A)^ sont les droites portant les vitesses de tous les points 
de l'espace. D'après ce qui précède, elles vérifient la condition 
d := k t ffb. Elles forment par suite un complexe (D) qui est 
comme un complexe linéaire susceptible de deux sens diiïé- 
lents. Ce que nous avons dit plus haut montre que les complexes 
(i) et (D) sont de sens contraires. 

^ Cherebons le lieu des droites D 

passant par un point quelconque de 
l'espace. Soit M M' la plus courte 
distance d'une droite D passant par 
et de Taxe central D». Par le point 
0, menons le parallèle OA à l'axe 
central ; elle perce en I le plan normal 
en M' à D„. 

SoitH lepoini où M'M perce le point 
mené par OA perpendiculairement au 
plan 0D„; nous allons voir que la 
11 
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droite OH est ii^o. En effei, soit 0, 9' les angles de OM et OH 

avec l'axe central. On a : 



IM 



^ 10 Ig^ 
-- klgO 
= 10 IgU' 



et les triangles rectangles semlilaliles IMH, IMM' donnent : 



= kkjO' 



Cette égalité montre que OH est la droite OB qui porte la 
vitesse du point et la droite D est à l'intersection de deux 
plans rectangulaires passant par deux droites fixes OA. et OB. 
On sait que l'interseetion de ces deux pians décrit un cône du 
second degré. Rappelons-en la démonstration élémentaire. Cou- 
pons OA, OB, D par un plan flse'normal à OA et soit A',B',D' 
les points obtenus. La droite B'D', intersection des deux plans 
B'D'A', B'D'O tous deux perpendiculaires au plan A'D'O est 
normale à ce dernier plan et en particulier à D'A'. L'angle 
A'D'B' est donc droit et D' décrit dans le plan sécant la circonfé- 
renco de diamètre A'B'. Ainsi ; 

Le cône au eoiaplexo (D) est un cône du second degré admet- 
tant pour plans cycliques les plaus normaux à Pax-o central. 

La deuxième direction de plans cycliques est celle des pians 
perpendiculaires à la droite OB qui porte la vitesse du point 0. 
Proposons -nous maintenant de 
trouver l'enveloppe des droites D 
contenues dans un plan donné P. Soit 
F le pôle du plan F ; la droite qui porte 
la vitesse FV du point F est normale 
à P; sa conjuguée Dj est une droite 
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(lu complexe (D}. Une droite quelconqueD, située dans le plan Ppoi'te 
lavitesso d'un cerlain point M de cette droile; le plan polaire de M 
est normal à D et par suite àP; il passe, en outre, par le pôle F do 
F ; donc, il passe par FV et il résulte que le point M est sur D^ . ■ 
Gomme, d'autre part, FMD est un angle droit, nous obtenons ce 
résuUat : 

La courba du coniphxe, située dans tiu plan I', chI la parabole 
ayant pour foyer le pôle da plan et pour directrice In ear-tc/ôris- 
tiquede ce plan. 
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NOTE IV 

THÉORÈME DE SCMONKMANN ET MANNHKIM. 



1. Quand un solide est assujetti à ipiatre conditions, son 
mouvement dépend de deux paramètres t et /' et ciiaque point M 
du solide décrit une surface S. De mémo que les normales aux 
trajectoires des points d'une figure plane, les normales aux 
surfaces trajectoires des points du solide, relatives à une position 
donnée de co solide, obéissent à une loi simple trouvée par 
Schônemann en 1855, retrouvée en 1866 par M, ;Mannheim. 

Désignons par A la normale en M à la surface S décrite par ce 
point et soient a,f,f,^,|>^,v les coordonnées de cette droite. 
Imprimons au solide le mouvement à un paramètre dans lequel . 
( seul varie; M décrit alors une courbe tracée sur S et par suite 
normale en M à A. A ce mouvement correspond un complexe 
linéaire défini par les constantes a,h,c,p,q,r et formé par les 
droites normales aux trajectoires de tons leurs points; A fait partie 
do ce complexe ot on a : 

(1) /= BOL H- bp + c-s + pl+ qi'. -H rv = 

De même an considérant le mouvement où /' soûl varie, on voit 
que i appartient à un deuxièmu complexe (a'h'c'p'i/'r') et on a : 

(2) f — a'a + A'p + c'y + p'I + q'i>. + i-'v = 
m étant quelconque, len coordonnés de A vérifieront : 

(a) f-]- mi' ^ Aa -i- Bp -H Cy + P\-h Q[A -h Rv ^ . 
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(4) }B ^ h -\- niiy, Q = q -\- imj' 

/ C = c + iiic\ H = ;■ -h iiir' 

Les uoi'iiiales i apparliennent donc à une iiifiuilé de complexes 
Jinéyii'cs d'iîquatiori /+ irif = 0. Cherchons parmi ces coiiiplcsos 
ceux qui sont spéciaii>;; m devra vitrifier 

(r.) AP + BQ + CR ^ 

C'est 1b une équation du second degré en m ; à ses deux racines 
1)1^ et «ij correspondent jmr les formules (4) les coorfloimées de 
deux droites Di et D^. 
Toutes les normales A renconlrert DjDj. 

Ainsi : Pour unepos'dion déterminée du solide, les no!'imles aux 
surfaces ti'sjocloiros de tous cespoiiiLi renoonlrent deux droites. 
C'est dans celle propriété que consiste le théorème de 
Sehônemann et Manntielm. D'ailleurs les droites Di, D^ ne sont 
pas nécessairement réelles ; si l'équation (5) a ses racines 
imaginaires, D, et Dj sont des droiles imaginaires conjuguées. 

Supposons par exemple que l'on connaisse les surfaces 
trajectoires S|,S,,S3,2^, de 4 points MiHsMjMj du solide et qu'on 
veuille obtenir la normale à la surface décrite par un point 
quelconque M; on mènera les normales A,, i^.ij, 4, aux surfaces 
Sj Sj..., etc; on soit qu'il y a deux droites et, deux seulement, 
rencontrant AiAjijAj ; on les construira et on aura ainsi D| et Dj,; 
il ne reste plus qu'à mener la droite passant par M et s'appuyant 
sur D, et Dj. On est donc ramené à une construction du second 
degré suivie d'une construction du premier, 

2. Voici une conséquence importante du Ihéorèine piécédent. 
Soit une droile ijuelconquo D liée au solide; les normales aux 
surfaces trajectoires des points de D rencontrent les trois droites 
D,U„D,. 

Donc : Dans le mouvement à deux paramètres d'un solide, les 
normales aux surfaces trajeoloires des points d'une droite 
forment des génératrices de même système d'une quùdrique 
réglée (Q). 
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Indiquons une applications de cette propriété. Supposons que 
trois points a,b,o de la droite D liée au solide décrivent des 
sphères dont les centres a'h'c' soient en lifjne droite. Lîi 
quadriquo (Q) est déterminée par les normales aa',J}h',ce' aux 
sphères trajectoires des points a, h c Les droites sbc et a'L'o' sont 
des généralrires du deuxième sjattme; par suite la normale à la 
surface décrite par un point quelconque d de la droite shc, 
rencontre a'b <. en un cei tain point d'. D'autre part on sait que les 
génératrices de rncme bysteme d'une quadrique rencontrent 
quatre génératrices fixes de l'autre système en quatre pointa dorit 
le rapport anharmonique est constant; on a donc : 

[a',b',c',(r) = (a,h,c,d) 

et par suite le point d' est fixe. La normale à la surface trajectoire 
de d passe constamment par le point fixe d'; il en résulte que d 
décrit une sphère de centre df. Nous avons donc ce théorème ; 

Si trois points d'une droite décrivent des sphères SYont leurs 
centres en ligne droite, un point quelconque de /a droite décrit 
aussi une sphère ayant son centre sur la droite qui passe par les 
premiers. 

En particulier si on prend sur D le point d tel que 

{a,b,c,d)=.{a',iy,c'x') 

on voit qu'il y a un point de D qui décrit un plan normal à la ligne 

des centres a'Ifu'. 
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^UR LES SYSTÈMES ARTICULES. 



\. On appelle système articulé plan un ensomhle déformable 
do tigea rigides situées dans un même plan et reliées entre elles 
par des pivots normaiis au plan. On considère souvent non seule- 
ment le mouvement des points d'une tige, mais encore celui des 
points du plan invariablement lié à cette lige ; il conviendra alors 
de remplacer la tige par une plaque. 

'■À. Quadrilatère artifiilé. — Nous étudierons surtouL !e 

système articulé le plus simple 

Y .„.. qui est le quadrilatère articulé. 

.-"■ Soit ABCD un quadrilatère 

articulé; sa configuration ne 

dépend que d'un paramètre, 

/(Y.) / '\ \d par exemple la valeur de l'an- 

gie BAD. 

\ Nous dirons qu'un pivot est à 

' * ' révolution complète si l'angle 

des deux tiges issues de ce 

pivot peut prendre toutes les 

valeurs de à 2 n. 

Cherchons à quelles condi- 
tions un pivot Asera à révolution 
complète. Désignons par a et i les longueurs des tiges articulées 
en A ; nous pouvons toujours supposer a < h; soit c ei d les 
longueurs des deux autres tiges, c étant la plus petite. Si on 
déforme le quadrilatère en laissant fixe la tige AD par exemple, 
e point n rosto sur la circonférence (y) de centre A de et rayon a. 
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En outre, comme d — e < BD < rf 4- c, ce point B est inté- 
rieur à la couronne comprise entre les deux circonférences y, y, 
tle centre D et de rayons respectifs d — c, d + c. Pour que A 
soit h. révolution complète, il iauf que le cercle y soit intérieur à 
cette couronne, ce qui exige 

Ali' =^ b — ;i > d- c 
AW= lj^.a<d+c 

Nous laissons de côté les cas particuliers oii les inégalités se 
transformeraieut en égalités. Les conditions précédentes peuvent 
s'écrire : 

(1) \a-i^d<Jj + c 

(-2) i a -h i < rf -+- <; 

On en tire ou ajoutant a < c et comme on a 

a < Jj, e < d 
s est le plus petit côté. 

Si b est le plus grand côté, Tégaiité (2) montre que la somme 
du plus grand et du plus petit côté est inférieure à celle des côtés 
moyens. Si c'est d qui est le plus grand la môme propriété a iieu 
en vertu de l'inégalité (I). Ainsi : 

Si an pivol est à révolution complète, il appartient nu plus 
petit côté et ia somme du plus grand et du plus petit côté est 
inférieure à celle des côtés moyens. 

Réciproquement, on voit sans peine que : Si la somme du plus 

grandet du plus petit oôlé est inférieure à celle des côtés moyens 

les deux: extrémités du petit côté sont des pivots à révohUon 

complète. 

Indiquons quelques ypplic,aLions du quadrilatère articulé. 

Supposons qu'on lixe la tige AD, ou ce 

! qui revient au même qu'on fixe les 

; \ deux points A et D en supprimant la 

/ tige AD devenue inutile ; on obtient 

'/£ alors un système de trois tiges, que les 

/ Anglais appellent un trois barres et 

dont l'emploi est fréquent dans les 

uiacliines ; AB et CD reçoivent le noni 
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bicUoR, HC celui de nmùvelie. Quand la bielle AD tourne 
autour de A, son mouvement est transmis par la manivelle 
à la bielle CD et on transforme ainsi un mouvement de 
rotalion en un antre. D'ailleurs si ia première rotation est 
uniforme, la seconde ne l'est pas en général; en effet, soit I 
\o centre instanlané relatif au mouvement de BC; il est à la 
rencontre de AB, et CD si w et lo'sont les vitesses angulaires de 
AB et DG, on a, en exprimant de deux façons le rapport des 
vitesses des poinis B et G. 

(-,. AB _ m _ DK 
r7."m) ~ IC ~ CÛ 

DE ijtant paralUMe à AB. 

DE t'iant variable, it en est de môme du rapport —, 

Si les pivots A et D sont à révolution complète, l'appareil 
permet de transformer un mouvement circulaire continu en un 
mouvement circulaire continu ; si un seul des pivots est à révolu- 
tion complète, il transformera un mouvement circulaire continu 
en un mouvement circulaire alternatif et viee versa; eniin, si 
aucun des pivots A et D n'est à révolution complète, l'appareil 
ne pourra que transformer un circulaire alternatif en un circulaire 
alternatif. Observons que cette dernière transformation est 
possible dans tous les cas; il sulfit de ne faire décrire à unebielle 
qu'une parlie de l'angle qu'pUe peut parcourir. 

o. Quadrilnteres pnrtieulîers. — Mentionnons deux 
quadrilatères particuliers intéressants ; le parallélogramme et le 
contre- parallélogramme. 

Dans le parallélogramme articulé, tous les pivots sont à révo- 
lution complète ; dans ce cas, et seulement dans ce cas, les deux 
bielles ont même vitesse angulaire; tout point lié à la manivelle 
décrit une circonférence égale à celle que décrit le point B. 

Le oonire-paraîlélogramme est un quadrilatère biconcave, 
ayant, comme le parallélogramme, ses côtés opposés égaux. 

Ou voit lauJlemeiit ijue BD et AC i^onf constamment parallèles 
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et que la Ilp;nre admet un axe de symétrie IX, passant par ie 
point commun I à BC et AD et le point 

1 y commun V aux deux autres côtés 

/ / AB et CD. 

FisoûsABet déformons le quatlri- 
C latore. Le centre instantané relatif au 

/ I \ mouvement de !a manivelle CD est le 

„ / i \ point I. Gomme on a : 

/.-^^^^^ m -h lA = ID + IC - AD 

" ; ^ on voit que le point I décrit dans 

i le plan fixe une ellipse (E) de fovers 

A et B et dont le grand axe a pour longueur AD et dans le 
plan mobile une ellipse (E'} de foyers C et D et de grand axe 
AD. Ces deux ellipses sont constamment sjmétriques par rapport 
à leur tangente commune IX. 

Nous sommes d uns le cas où les roulantes sont symétriques; 
par suite, tout point lié à DG décrira une podaire d'ellipse. 

Si au lieu de AB on fi-W un des côtés AD, BC, qui se coupent 
le centre instantané est en I', les roulantes sont des Hyperboles 
et loul point lié à la manivelle décrit une podaire d'Hyperbole. 

4. Srstcmes nriionléii oiiiployés comme transfor- 

■uaienrs. — Si on fixe ime fige d'un système articulé dont la 
forme dépend de deux paramètres ou un point d'une tige d'un 
système à un paramètre, il y aura une infinité de points liés aux 
tiges et dont !a position dépendra de deux paramètres. Soient 
M et M' deux de ces points; M peut prendre une position arbi- 
traire dans le plan, ou plus exactement à cause des dimensions finies 
de l'appareil, une position arbitraire à l'intérieur d'une portion du 
plpn, La position de M entraînera celle de M' et inversement. 

Le système permet donc de définir une correspondance ponc- 
tuelle uoivoqae dans le plan; ceite correspondance est d'ailleurs 
de nature algébrique. Il y a lieu de se demander si les transfoi-- 
mations ponctuelles algébriques ainsi obtenues à l'aide de 
systèmes articulés ne sont pas particulières parmi toutes les 
transformations algébriques. 

Il n'en est rien. Oa a montré, en effet, que : Tonle Iranstor- 
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malion ponctuelle shjéhriqtie peut être réalisée au moyen d'un 
système articulé. 

Nous nous bornerons à faire voir comment on peut, à l'aide de 
systèmes articuSés, réaliser les transformations simples de la 
géométrie élémeotaire à savoir : la translation, l'homothétie, la 
rotation, l'inversion et la symétrie par rapport à une droite. 
Translation. L'appareil propre à réaliser !a translation (trans- 
lateurs de Kempe) est formé de deux parallé- 
logrammes articulés AVBB, BB'M'M ayant 
une tige commune BB'. Si on fixe AA', la 
la position de M dépend de deux paramètres. 
Gomme on a constamment MM' égal et pa- 
rallèle à AA', on voit que le point M' est le 
tranlormé de M dans la translation délinie par 
le segment AA'. 
llomothélie. Soit un parallélogramme articulé ABCD dont les 
cotés .^D et CD sont prolongés. Choi- 
sissons sur AD un point et sur AB 
et CD deux points M et M' tels que 

D-M' _ OD _ 
AM ^ OA ~ ■■ 

Les points 0, M, M' seront oonstaramout en ligne droite et on aura: 

OM 

Si on fixe le point 0, M dépendra de deux paramètres et M' sera 
son transformé dans une liomothétie de centre et de rapport k. 
En choisissant convenablement îe point 0, on pourra obtenir n'im- 
porte quel rapport d'homothétie ; pour un rapport négatif, il 
faudra prendre entre A et D, 

Cet appareil, utilisé dans le dessin pour réduire une figure 
dans un rapport donné, est le pantographe du P. Scbeiner. 

Rotation. Sylvester a indiqué un pantographe réalisant en 
même temps que l'homothétie une rotation d'angle donné. 

Reprenons un parallélogramme articulé OABG ; soit une plaque 
rigide triangulaire ABM liée à la tige AB et une deuxième plaque 
GBM' liée à CB. Les triangles ABM, CBM' sont construits de 
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être semblables, les angles BAM et BMA 
respectivement égaus aux ar 
BG-\r et GBM', on a : 




et comme les angies OOM' et OAJI sont égaux, les doux triangles 
OCM' et OAM sont semblables. Il en résulte : 



OM' _ GO _ AB 

OM ~ AM ~ ÀM " 



En outre, l'angle M'OM est la différence entre M'OA ou M'DB 
et MO A ou GM'D; il est (Jonc égal à M'GD et par suite constant. 

Si on fixe le point 0, M dépendra de deux paramètres et M' 
sera son transformé dans une homothétie-rotation de renire 
déOnie par le rapport k et l'angle = BAM. On aura la simple 
relation si : 

k = 1 

c'est-à-dire si le triangle BAM esl isocèle de sommet A. 
Inversion. En 1864, Peanoellier fit connaître le premiei' 
A inverseur. L'inverseur dePeaucellier 

consiste en deux tigeségales OA, OB 
articulées entre celles au point et 
réunies en A et B aux sommets d'un 
losange articulé AMBM'. 
" La perpendiculaire, au milieu de 

AB, passe par 0,M,M' ; donc ces 
trois points seront toujours en ligne droite. 

IjO produit OMx OM'est la puissance du point par rapport 
au cercle de centre A et de rayon AM. On a donc : 

OM X Oi\I' = OA' — Âm' = consl. 
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Si donc on fixe le point 0, M dépnndi'a de deux paramètres et 
M' sera son transfoiraé dans une inversion do pôle et de 
puissance OA — AM" 

Hart a montré que le contre-parallélogramme peut être 
utilisé comme inverseur, rioit ADCD un 

"'JZ - -^ contre-paralléiogramme dont les tig;es 

/\^Xf \ sont prolongées. Sur AB, AD, BC, pre- 

O/T^r' "" M*-A nons 3 points 0,M,M' tels que : 

OA _ MA _ M'C 
OB "" MO ~ M'B 

Ces 3 points resteront constamment en ligne droite. Evaluons 
le produit OM X OM'. Les triangles semblables donnent : 



d'oij 

OAxOB 
OM. OM' = BD X AC. __., 



Menons BH parallèle à DC, on aura : 

BII = BA. CH = ni) 
ot BD X AG ^ CH X CA 

Ca dernier produit est la puissance du point par rapport i 
cercle de centre B ot do rayon BA ; il a donc pour valeur 



..-.„ _, OAxOB 

OM X OM' = (BC — AB ) , = const. 

AB- 

Par suite, si on fij;e le point 0, M dépend do denx paramètres 
et M' est son transformé dans une inversion do pôle 0. 
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Aveo le même contre-parallélogramme, par uo chois convena- 
ble du poiat 0, on pourra réaliser une inversion de puissance 
quelconque; remarquons qu'il n'en est plus de même pour 
l'inverseur de Peauceilîer; celui-ci ne donne qu'une inversion de 
puissance déterminée. 

Symptr'w. Indiquons d'abord un système articulé (réverseur 
de Kempe) qui permet d'obtenir 
j, _ _ trois tiges issues d'un même 

point, de telle façon que deux 
d'entre elles restent constam- 
iiiOQt symétriques par rapport à 
la troisième. 

Considérons un système de 

deux contre -parallélogrammes 

OABC, OA'B'G ayant une tige commune OG, la tige CB' du 

second étant le prolongement de la tige CB du premier. Si on a 

pris j^ — — r- les deux quadrilatères sont semblables et, par 

suite, J'angle AOG é^ale constamment l'angle A' ÛG. Co 
système à un paramètre réalise donc la symétrie do doLi\- tiges 
OA, OA' par rapport à OC. 

Cela posé sur un axe fisc X, prenons un point 0; en appliquant 
suivant OX, la tige d'un premier 
réverseur , nous aurons un système de 
deux droites ii' issus de constam- 
ment symétriques par rapport à OX ; 
un deuxième réverseur nous fournira 
deux droites iiA'i indépendantes des 
premières et symétriques par rapport 
àOX. 
Sur AAi construisons un parallélo- 
gramme articulé OnMaj, et sur i'i', 
un deuxième parallélogramme Oœ'M'a',, ayant mêmes côtés que 
le premier. Les points M et M' seront constamment symétriques 
par rapport àX. 

Ils dépendent d'ailleurs de 2 paramètres et nous avons bien là 
un appareil réalisant la symétrie par rapport à X. 
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5. TraiisfoiriHation d'on nionvcinent eîrcnlaire 
eu lin inouveRiienA vectilîirne < 

A l'aide d'un inverseur, il est possible de 
transformer en un mouvement rectiiigne un 
mouvement circulaire ; on assujettira par 
exemple le point M 5 rester sur une circonfé- 
rence passant parle pôle d'inversion 0; il 
suffit pour cela de relier le point M par une 
tige à un pivot fixe to tel que 



Le point M', inverse de M, décrjra alors une droite ou plus 
exactement un segment de droite. Remarquons que le pivot lu 
sera nécessairement à révolution limitée, car si M pouvait décrire 
toute sa circonférence, M' décrirait une droite indéfinie, 

La réalisation du mouvement rectiiigne n'est qu'un cas particu- 
lier de ce théorème général dû à Kempe ; Tout arc de courbe 
algébrique peut être décrit au moyen d'un système lœticulé. 

Cependant jusqu'en 1864, époque à laquelle Peaucellier fit 
connaître son inverseur, on doutait môme que le guidage exactdu. 
mouvement rectiiigne fut possible. 

On ne connaissait qu'une solution approchée du problème, due 
à Watt. 
Le système indiqué par Watt [parsllélogramme articulé) consiste 
essentiellement en un trois 
barres OAA'O' telque les 
deux bielles puissent en 
ma me temps prendre les 
positions horizontales OB 
et OB'. 

La bielle supérieuve OA 
est le balancier, O'A' le 
contre balancier. Consi- 
dérons ]a courbe décrite 
par le milieu M de la ma- 
nivelle AA', Son équation s'obtiendrait aisément comme il 

i2 
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suit; soit 2 i la longueur AA', {a;,y) les coordonnées de M, 6 l'angle 
de A'A avec î'axe des x; les coordonnées des points A,A' sont 
respectivement : 

(j; -h 7 cos 9, y + I sin fl) 
et (x — 1 cos 0, y — ! sin 6) ; 

un les portant dans les équations des deux cercles décrits par 
A et A' on obtient deux équations linéaires en sin 6 et en cos 9; 
en éliminant on trouve une équation du sixième degré. On vérifie 
sans peine sur l'équation que le point milieu de in manivelle 
quand celle-ci est en BB' est un point d'inflexion à tangente 
verticale. Ce dernier résultat peut se voir directement ; en effet, 
!e centre instantané 1 relatif au mouvement de AA' est rejeté à 
l'infini dans î<i direction horizontale quand AA' vient en BB'; 
donc la tangente en est verticale ; en second lieu à toute position 
dn trois barres correspond une deuxième position symétrique de 
la première par rapport à 0; est donc un centre de la courbe 
et par suite un point d'inflexion- 

La courbe rencontre sa tangente en en deux M,, M5 qui on le 
voit aisément correspondent aux deux positions pour lesquelles 
A vient sur la verticale du point B'. On conçoit dès lors que l'arc 
qui s'étend entre M, et M| doit être très voisin de la tangente 
verticale. Il est facile de calculer une limite supérieure de l'écart 
maximum du point M avec cette verticale (Voir : Lepons de Ciné- 
matique, Kœnigs, p. 277). 

On trouve, par exemple, que si les deux bielles ont pour lon- 
gueur commune i^SB, la manivelle i"20 et la distance horizon- 
tale des deux pivots 00' 3'°60 environ, l'écart maximum est de 
l'ordre du millimèU'e. 

Si on tient compte que le jeu qui se produit aux pivots d'un 
système articulé doit entraîner des variations de cet ordre, on 
voit qu'au point de vue pratique le système de Watt, qui exige 
seulement trois barres, est préférable aux inverseurs. 

On adjoint toujours aux trois barres un parallélogramme 
articulé A'ACM' dont le côté AC prolonge OA et lui est égal ; le 
point M', qui est homothétique de M dans le rapport 2, aura aussi 
un mouvement sensiblement rectiligné. 
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6. Résultats g:ûii«Fanx relatifs anx systenins 

articulés. — Nous venons d'étudier quelques systèmes 
articulés plans. 

On peut aussi considérer des systèmes articulés dans l'espace 
ou systèmes gauches. Deux tiges consécutives sont alors reliées 
de manière que l'une d'elles puisse prendre, par rapport à 
l'autre, toutes les orientations ; on a imaginé de nombreux 
dispositifs ou joints (joint de Cardan, joint Goubet, joint dé- 
mens} permettant d'obtenir ce mode de liaison. 

Relativement à ces systèmes articulés, d'importants résultats 
généraux ont été établis par M. Kœnigs [Comptes-rendus avril 
1895. Leçons de Cinêmalique, p. 298). Nous ne faisons que les 



Toute relation de naluro slgéhrique entre un ou plusieurs 
points de l'espace peut être obtenue aa moyen de systèmes 
ar/iculés. 

Si on considère un seu! point, on voit ((ue toute portion de 
surface algébrique peut être décrite à l'aide d'un système articulé; 
en associant deux systèmes articulés relatifs à deux surfaces 
algébriques, on voit que tout arc de courbe gauche algébrique 
peut être décrit au moyen d'un système articulé. 

Une autre conséquence du théorème généra! qui précède 
est que toutes les transformations ponctuelles algébriques de 
l'espace peuvent être réalisées par l'emploi des systèmes articu- 
lés ; il en est ainsi notamment pour l'homographie et l'inversion. 

Eïifln, le mouvement algébrique d'un solide peut être guidé au 
moyen d'un système articulé; il suffit d'associer les systèmes qui 
font décrire à trois points du corps leurs trajectoires algébriques. 



y Google 



y Google 



TABLE DES MATIERES 



PREMIÈRE PARTIE 



CINEMATIQUE 



NOTIONS PRELIMIKAIiiES SUR LES VECTEURS. 

Vecleur. — Mesure algébrique d'un veoteuf. 

Somme géométrique de plusieurs vecteurs 

Projection d'un vecteur sur une droite 

Théorème des projections 

Détermination analvliquo de la résultante 

Longueur de la résultante 

Moments. — Sens direct 

Moment d'un vecteur par rapport à un point 

Détermination analytique du moment d'un vecteur 

Théorème de Varignon généralisé 

Moment par rapport à une droite 

Moment par rapport à un axe 

Expression analytique du moment par rapport à un axe. . , 
Momenl d'un vocl.curpai' rapport à un autre vcctciu' 

LlVr.E PREMIER 

DU MOUVEMENT SIMPL.K D'UN POINT. 
CHAPITRE PREMIER 



-1-2 Trajectoiri 
3 Mouvemer 



y Google 



4 Mouvement curviligne 

5 Projection du mouvement sur un axes. . . 

Projection ilu mouvement sur un plan. . , 
7 Dùlcrmioalion analytique ilc la vitesse. . . 

CHAPITRE II 

1 o donn e pola s planes 

2 \ liesse a éola e 

4 Coordo nA s «em pola es ou jlid i 
13 fo rdom ca i-ola es ou ihf^i qu s 
I ordonnfca c 1 orea 

CHAPITRE m 



Composition des vitesses ', . 3i 

1-4 Construction des tangentes 

5 Tangente à la Conolioïdo 

Tangentes ous courbes en coordonnées mulli-polaircs 

LIVBE n 

MOUVEMENT SIMPLE D'UN POINT. — DE L'ACCÉLÉRATION. 
CHAPITRE PREMIEa 

i Mouvement roeliligne uniCormiment varit 

2 Mouvement roctiligne quelconque 

3-4 Mouvement curviligne. — Hodographe 2 

5 Autre dliinition de l'accélération 

G Projections de l'accÉlération 

7 Accélération d'ordre supérieur 

CHAPITRE II 
2 Application au mouvement c 



y Google 



TABLE DES SlATlÈnKS 

3 Rayon de ûourbui'e de l'hélice 

4 Projecliona en coordonnées polaires plane 

5 Coordonnées somi-polaires 

6 Goordonuées polaires dans l'espace 

7 Coordonnées cm'vilîgnes . . 

8 Projections de la suraooélérulion , 

CHAPITRE m 



1-2 Diverses expressions do la vitesse 

3 Eipi'easions diverses de l'accélération 

4 Application au mouvement d'un point sur une conique, l'acoé- 

lération étant constamment dirigée vers un foyer 

5. Mouvement d'un point sur uno Spirale logarithmique, l'accélft- 
ration étant conslorament dirigée vers le pi51e 



LIVRE III 

ÉTUDE GÉOMÊTRIQEE DU MOUVEMli:\'T irUN SOLIDli. 



CHAPITRE PREMIER 



1 Translation 

2-3 Rotation. — Représentation des rotations 

4 Détermination analytique do la vitesse d'un poinlda corps. . . 

CHAPITRE H 



CHAPITRE m 

1-.) Elude géométrique du mauveraent d'un solide ayanl un point 

flïe — axe instantané do rotation — cônes roulants 52^ 

5-8 Mouvement d'un solide quelconque — axe inslanlaoé de rota- 
tion ot de glissement 54-57 

Foyer d'un plan et plan focal d'un point du solide 58 

10-li Etude des droites du solide normales aux vitesses de leufs 

points 58-50 



y Google 



18i TABI.E Dl« M.miillES. 

11-13 Droites conjuguûos 59-(iO 

14 Relation entre les distances do deux droites oonjuguÈûs à l'axe 

instantané et leurs angles avec cet axe (il 

15 Caractémlique d'une surface liteau solide . G'3 

16 Surfaces virantes G2 

CHAPITRE IV 



1 Démonstration géomôti'ique dn théordmo do toriolis. 



UVRE IV 

ÉTCDE AXAI.YT1QI:r m; MOUVKMIÏXT D'UN SOLIDE. 



CHAPITRE PREMIER 



1 Centre instantané 

S Accélération d'un point du plan mobile 

3 Centre des accélérations 

4 Composante normale do l'accélération 

5 Composante tangentielle de l'accélération 

B Foi'mule de Savary 

7 Contre de courbure d'une enveloppe 

8-10 Cercle des rebroussera en ts 

10-11 Construction du contre de courbure de la trajectoire d'ui 

12 Cercle déroulement 

13-14 Coordonnées du centre de courbure de la trajectoire d'ui 



CHAPITRE II 



1-6 Mouvement d'une figure plane déllni par i03 deu\ roulantes. , 84-91 
G Mouvement d'une ligure plane dont deux points décrivent des 

droites 01-94 

7 ■ Mouvement d'une figure dont deuxpointsdécriveut deux cercles 

égaux, la ligne des centres étant égale à la distance dos deux 

pointa 94 

8 Mouvementd'une figure dont deux droites enveloppent des cercles 96 
8 Mouvement d'une figure dont un point décrit une droite et dont 

une droite enveloppe un cercle 98 



y Google 



TABLE DES JIATIERES 
CHAPITRE III 

l'rojection do la vitesse d'un point 

Equations do Taxe hélicoïdal 

Accélêralion d'un point 

Expression des composantes de la rotation à l'aide des anjl 

d'Eoler 

Composnnles do raocélération d'un poinl 

Courbure sphéiiquo dos trajectoires 

Expression delà oonslaolo K 

Démonstration analytique du théorème do Coriolis 

LIVRÉ V 

COMPOSITION DES MOUVEMENTS D'L'N SOLIDE. 

Déllnilions , 

Composition des translalions 

Composition des rotilions concournnfe« 

( ompos l on desrotsl onsquelconj es 

s stemes de rolit ons £qu valent* 

S 1 mes d rotat on pa ou o o 

DdconpoEton in roen l n s 1 do en deux roLatio 



DEUXiiJHE PARTIE 

NOTES 

KûTii I, -~ l'ormulea li'Olinde Rodriguos. — Applications. 
KoTE II. — Le dûplaceraent considéré comme iiomogvyphie 

formation ponctuelle 

Note III. — Le complexe linéaire. — Application a la cinémi 

Note IV. — Théorème de Schénomann et Monnheim 

Note V. — Sur les ayslcmes articulés 



FIN DE LA TABLE DES MATIEHES. 



y Google 



y Google 



